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PROLOGO 


En el presente libro, los problemas y ejercicios de análisis 
matemático se han escogido de acuerdo con el programa máximo 
del curso general de matemáticas superiores que se estudia en los 
centros de enseñanza técnica superior. Contiene más de 3000 
problemas sistematizados en capítulos (I—X) y abarca la totali- 
dad de las partes que constituyen el curso de matemáticas superiores 
de los mencionados centros de enseñanza (excepto la geometría 
analítica). Se ha prestado especial atención a las partes que, por 
ser más importantes, requieren una mayor práctica (determinación 
de límites, técnica de diferenciación, construcción de las gráficas 
de las funciones, técnica de integración, aplicación de las inte- 
grales definidas, series y resolución de ecuaciones diferenciales). 

Teniendo en cuenta que en algunos centros de enseñanza 
superior se explican capítulos suplementarios al curso de mate- 
máticas, Jos autores han incluido problemas de teoría de los campos, 
del método de Fourier y de cálculos aproximados. La práctica 
pedagógica demuestra que el número de problemas que se ofrecen, 
no sólo es más que suficiente para cubrir las necesidades de los 
estudiantes para reforzar prácticamente el conocimiento de los 
capítulos correspondientes, sino que también da al profesor la 
posibilidad de hacer una selección variada de los problemas dentro 
de los límites de cada capítulo y de elegir los necesarios para 
las tareas de resumen y los trabajos de control, 

Al principio de cada capitulo se da una breve introducción 
teórica y las definiciones y fórmulas más importantes relativas 
a la -parte correspondiente del curso. Al mismo tiempo se ofrecen 
ejemplos de resolución de los problemas típicos más interesantes. 


6 Prólogo 


Con ello creemos haber facilitado a los ostudiantes el empleo de 
este manual de problemas al realizar sus trabajos individuales. 

Se dan las soluciones de todos los problemas de cálculo. En 
las soluciones de aquellos problemas que van marcados con un 
astorisco (+), o con dos (+*), se incluyen breves indicaciones para 
su resolución o resoluciones. Parte de los problemas se ilustran 
con figuras para hacerlos más comprensibles. 

Este manual de problemas es el resultado de largos añios de 
enseñanza de la disciplina, por parte do los autores, en los centros 
de enseñanza técnica de la Unión Soviética. En él, además de 
problemas y ejorcicios originales, se han recogido numerosos 
problemas cuyo conocimiento es general. 


Capitulo Í 
INTRODUCCION AL ANALISIS 


$ 1. Concepto de funcion 


1. Números reales. Los números racionales e irracionales se 
denominan númoros reales. Por valor absoluto de un número real e se entien- 
de un número no negativo Ja|, determinado por las condicionos: |2a|=e, 
siaz0 y laj=—a, si a<0. Para dos números reales cualesquiera a y b 
so vorifica la desigualdad 


Ja+b1 <laI+¡01. 


22 Definición de la función, Sia cáda uno do los valores *) 
que puede tomar una magnitud variable zx, perteneciente a un determinado 
conjunto Z, corresponde un valor único, finito y determinado de la mag- 
nitud y, esta magnitud y recibe el nombre de función (uniformo) de x, 
o de variable dependiente detorminada on el conjuntu E; x se llama argumento 
o vartable independiente. El hecho de que y sea función de x= se expresa 
abreviadamento por medio de las notuciones: y =f (2) o y =F (2), etc. 

Si a cada uno de los valores que pueda tomar zx, perteneciente a un 
doterminado conjunto £, corresponden uno o varios valores do la magnitud 
variablo y, esta magnitud y se llama función multiforme de z, determinada 
en el conjunto E. En lo sucesivo, con la palabra «función» designaremos 
únicamente las funciones uniformes, siempre que de forma explícita no 
se prevenga lo contrario. 

3% Campo de existencia de la función. El conjunto de 
valores de zx, que determinan la función dada, se llama campo de existencia 
o campo de definición de la función. 

En los casos más elementales, el campo de existencia de las funciones 
representa: o un segmento [a, b), os decir, un conjunto de números reales zx, 
que satisfacen a las desigualdades a <x <b; o un intervalo (a, b), es decir, 
un conjunto de números reales zx, que satisfacen a las desigualdados a <x < b. 
Pero la estructura del campo de existencia de las funciones puede ser aún 
más compleja (véase, por 0j., el problema 21). 


Ejemplo 4. Determinar el campo de existencia de la función 
1 
Vai2=41' 
Solución. La función estará definida si 
22—1>0, 


es decir, si |x| >>1. De esta forma, el campo de existencia de la función 
representa un conjunto de dos intervalos: —o<z<—1 y i<r< +00, 


y = 


*) En adelanto, todos los valores de las magnitudes que se oxaminen se 
supondrán reales, siempre que de manera explícita no se indique lo contrario. 
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4% Funciones invorsas, Si la ecuación y =] (rx) admite solución 
única respecto a la variablo zx, es decir, si existe una función z=g (y) 
tal, que y =f[gé (y), la función r=gfg (y), o siguiendo las notaciones usuales 
y=g(x), se llama inversa con relación a y=f (zx). Es evidente que g [f (2)] = 
= zx, es decir, que las funciones f(z) y g(x) son recíprocamente inversas, 

En el caso general, la ecuación y=f(x) determinará una función mul- 
tiforme invorsa =f"1 (y) tal, que y =7 (f71 (y)) para todas las y, que sean 
valores de la función f(x). 

Ejemplo 2. Determinar la inversa de la función 


y=1—2-, (1) 
Solución. Resolviendo la ecuación (1) respecto a z, tendremos: 
2*=41—y 
y 
_ Jg(l—y>”) 
a lg 2 D (2 


Es ovidente que el campo de definición de la función (2) será: 
—wo<Xy<il. 


5% Funciones compuestas o E La función y de 
z, dada por una cadena de igualdades y=f (u), donde u= q (z), etc,, se llama 
compuesta O función de función, 

La función dada por una ecuación que no está resuelta con respecto 
a la variable dependiente, recibe el mombro de implícita, Por ejemplo, 
la ecuación 22+y*=1 determina a y como función implícita de z. 

6”. Representación gráfica de las funciones. El con- 
junto de puntos (z, y) de un plano XOY, cuyas coordenadas estén rolacionadas 
entre sí por la ecuación y=f(x<), se denomina gráfica do dicha función. 


1**. Demostrar, que si a y b son números reales 
la] —[bll<ta—b1</[a]+]0)1. 
2. Demostrar las siguientes igualdades: 
a) Jlabj=]aJ-1b]; 0) |£|= a (b+%0); 


b) |a|?=a3; d) Va=]aj. 
3. Resolver las inecuaciones: 
a) Jztj<3; ce) |2x+1]|<1; 
b) Je+1|>2; —d) [z-1|<|zx-11. 


4, Hallar f(—1), F(0), F(1), 1(2), F(3) y F(4), si (2) ="*— 
— 62? + 11x—6. 


5. Hallar 1(0) (3). 1D (4). qa» f= 
=V1+ 2%. 


a 
b 


*) lg z=1l0gjyp z, como siempre, designa el logaritmo decimal del número z. 
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6. Sen f(2)=arecos(lg 2). Hallar (75), f(1) y 1(10). 

7. La función f(x) es lineal. HaHar dicha función, si 
H=1)=2 y $(2)=—3. 

8. Flallar la función entera y racional de segundo grado f(x), 

9. Se sabe que, f(4=—2 y f(5)=6. Hallar el valor apro- 
ximado de f(4, 3), considerando que la función f(x), en el seg- 
mento 4<x<5, es lineal (interpolación lineal de funciones). 

* 10, Escribir una sola fórmula que exprese la función 


O, s1 2<0, 
f(x)= r, si x>0, 


empleando el signo de valor absoluto. 
Determinar el campo de existencia de las siguientes funciones: 


1. a y=Vzx>+1; by=Yz+1. 
12. U=I— 


13. a) y=Vzx—2; b) y=xV x?—2, 
14, y=/ 2422, 

1 
15. y = Y ne 


16. y=Vzx—2. 


17. y=1g8 , 
18, y =1g8 => ; 
19. y =arc cos e 


20, y = arc sen (1 5) A 

21. —y=Vsen2z. 

22. Sea f(1)=2121—32*—51%+4+6r—10, Hallar 
e0= (+12 y y=3 00-121. 


23. La función f(2), determinada en el campo simétrico 
=iZac<it, se denomina par, si f(—x)=f(x%), e impar, si 


¡(—1)= —f(x). 
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Determinar, cuáles de las siguientes funciones son pares y 
cuáles impares: 


0) Ha) =3 (+ a”) 

b) Ha) =VTFIEB Y II Fa; 
) ao =VfErD+ Y (1% 
da =e > 


0) f(2)=18 (1+V13=2?). 


4*. Demostrar que cualquier función f(x), determinada en cl 
intervalo —¿<zx-<l, puede representarse como la suma de una 
función par y otra impar. 

20. Demostrar que el producto de dos funciones pares ou de 
dos impares es una función par, mientras que el producto de una 
función par por otra impar es una función impar. 

26. La función f(x) se llama periódica, si existe un número 
positivo T (periodo de la función) tal, que f(z+7)=f(x) 
para todos los valores de x pertenecientes al campo de existencia 
de la función f(x). 

Determinar cuáles de las funciones que se enumeran a conti- 
nuación son periódicas y hallar el período minimo 7 de las mis- 
mas: 


a) f(x) =10 sen 3x2; 
b) f(1)=asenix+bc0sAx; 


c) f (2) =Y tex; 


d) f(x) = sen? x; 


e) f(x) =sen (V z). 


27. Exprosar la longitud del segmento y=MN y el área $ 
de la figura AMN como función de z=AM (fig. 1). Construir 
las gráficas de estas funciones. 

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de 
longitud) de una barra AB=1 (fig. 2) en sus porciones AC = l,, 
CD=t, y DB=l3(1,+l2 4 l¿= 1) son respectivamente iguales a q;, 
de Y 3. Expresar la masa m de una porción variable AM=xz de 
esta misma barra, como función de x. Construir la gráfica de 
esta función. 


29. Hallar p[p(2)1 y vlp(z)], si p(1)=x* y yp(2)=2. 
30. Hallar f(ff (2), si Ha)=. 
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31. Hallar f(2+1), si f(r—1)=?. 

32. Sea f(n) la suma de n miembros de una progresión arit- 
mética. 

Demostrar que: 


f(n43)—3f (n+2) + 3f (n+ 4) —f (n) =0. 
33. Demostrar quo, si 
| f (2) =kx+4b 
y los números x,, 2 y Z3 Constituyen una progresión aritmética, 
también formarán una progresión aritmética los números f(x),), 


(uz) y f (23). 
34. Demostrar que, si f(x) es una función exponencial, es 
decir, f(x) =a* (a >0), y los númoros 2,, 2, Y 29 Constituyen una 


Fig 4 Fig 2 


progresión aritmética, los números f(z,), fla) y f(z3) forman 
una progresión geométrica. 
Sea 


(2) =1g 42, 


Í—z 
Demostrar, que: 


o+r1m=1(E2)- 


36. Sea 9 (2) => (aA+a% y y(2)=> (a*—a*),, Demostrar 
que: 
P(2+y)=0 (2) e (y) + p (2) y (y) 
y 
Y (+ y)= q (2) y (y) + (y) (7). 
37. Hallar f(—1), f(0) y f (1), si 
arcsen z, para —1<zrx<0, 
Ha) =| arc tg z, para 0<I<+o00. 
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38. Determinar las ratces (ceros) y los campos de valores 
positivos y de valores negativos de la función y, si | 


a) y=1+2x; d) y=x34—3x; 
ES a To 

by=24+x—at 0) Yy=18 777 

c) y=1—x+2; 

39. Hallar la función inversa de la y, si: 

a) y=213+3; d) y=l85; 

hb) y =x<*—1; e) y =arctg 3r. 

o) y=yY1—2e8; 
¿En qué campos estarán definidas estas funciones inversas? 

40. Hallar la función inversa de 
T, si I<0, 
2?%, si xr>o0. 

41. Escribir las funciones que se dan a continuación en forma 
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabones 


contenga una función elemental simple (potencial, exponencial, 
trigonométrica, etc.): 


y = 


a) y =(22— 5); c) y=lgt8 5; 
b) y =4%08=; d) y =arc sen (3-=”). 


42. Escribir en forma de una igualdad las siguientes funciones 
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades: 


a) y =u?, u =Sen £; 


b) y=arctgu, u=YV v, v=lg x; 


2u, si u <0, 
0) y= | 

O, si u>0; 
u=x— 1, 


43. Escribir en forma explícita las funciones y dadas por las 
ecuaciones: 


4) 12—Aarc Cos y =11; 
b) 10” + 10% = 10; 
c) T+ | y | = 2y. 
Hallar los campos de definición de las funciones implícitas dadas. 
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$ 2. Representación gráfica de las funciones elementales 


La construcción de las gráficas do las funciones yum= f(x) se efectúa, on 
lo fundamental, marcando una red suficientemente nutrida do puntos 
Mi (21, yi), donde y¡=f(x) (¿=0, 1, 2, ...), y uniendo después estos últi- 
mos oOntre sí con una línea, cuyo carácter debo tener cn cuenta la posición 
de los puntos intermedios. Para hacor Jas operaciones se recomienda el 
empleo de la regla de cálculo. 


>. 
rr 
e 


Figs 


La construcción de gráficas facilita el estudio de Jas curvas de las 
funciones elomentales más importantes (véaso el apéndice VI). Partiendo 


de la gráfica 
y=1f (2), (1) 


con ayuda do construcciones geométricas elementales obtenemos las gráfica 
de las funciones: 

y yy =—f(2), que es la represontación simétrica de la gráfica TI 
respecto al eje OX; 
2) Yo=1(—zx), que es la representación simétrica de la gráfica T' respecto 
al eje OY; 

3) ya=f (2—a), que es la misma gráfica P' desplazada a lo largo dol ejo 
OX on la magnitud a; 

4) y¿=b+/f (2), que es la propia gráfica P desplazada a lo largo del eje 
OY en la magnitud y (fig. 3). 

Ejemplo. Construir la gráfica do Ja función 


Jt 
y =3sen (=— 7) 5 


Solución. La línea buscada es la sinusoide y==son x=, desplazada a 
lo largo dol eje OX, hacia la derecha, en la magnitud z (fig. 4). 


Construir las gráficas de las funciones lineales (líneas rectas): 
44. y=kx,sik=0,1,2, 37, —1, —2. 
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45. y=x+b, si b=0, 1, 2, —1, —2. 
46. i=1,0x-+2, 
Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de 2” grado (parábolas): 
4, y=ax, si a=4, 2, 1/2, —41, —2, O. 
48. y=zx2*4-e, si c=0, 4, 2, —1. 
49. y=(r—xp*, si z2=0, 1, 2, —1. 
JO. y=yo + (— 1)? si yp=0, 1, 2, —1. 
51%. y=a*+b34+<, si: 1) a=1, b=-—2, t=09; 
2)4==2, b=0, 2=0. 


52. y =2+x—2?, Hallar los puntos de intersección de esta 
parábola con el eje OX. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de grado superior al segundo: 


53%, y =x8 (parábola cúbica) 

54. y=2+(—1). 

59. y=x—Ir+2. 

DO. Yy=x2* 

57. y=2la—at, 

Construir las gráficas de las funciones homográficas siguientes 
(hipérbolas): 


1 
58*, do 
1 
59. y == 
_—2 
60. U= 2 p3* 


61. y=Y tz > si m=1, y =—1, m=6. 
> *o 
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* _ ¿13 
62*. VU = 3713 : 


Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
fraccionarias: 


63. y=2+2, 

05. y= 

65*, =>. 

66. y=-. 

67*. == ¡ (curva de Agnes). 

68, => ] (serpentina de Newton). 


69. y=+ o 

70. y=x* + (tridente de Newton). 

Construir las gráficas de las funciones irracionales siguientes: 
71. y=Vz. 

72. y=Vzx. 

73*. y=Y/ 22 (parábola de Neil). 

74. y=>+xV 12 (parábola semicúbica). 

79. y=21 VD" (elipse). 

76. y=+Vx12—1 (hipérbola). 

7. : 


a . 


18%. y=+ y — (cisoide de Diocles). 


á—Y 
79. y=+x2V25-—2?. 
Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé- 
tricas: 
80*, y=senz. 83%. y =ctg z. 
81*. y =c0s z. 84". y =8e0 7. 
82*. y=1fgx. 85*. y =cosec z. 
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86. y=Asenz, si A=1, 10, 7 — 2. 


87*. y=sennz, si n=1, 2, 3, >. 


88. y=sen (x—«q), si p=0, ELA Z, T, + : 

89*. y =5sen (2x— 3). 

90%, y=asenz+bcosx, si a=6, b= —8. 

91. y=senx-+cosz. 96. y=1-—2cos1. 

92.” y =co08? x. 97. y =sen — 7 sen 31. 
93%. y=zx+Senz. 98. y =c0s + <eos 22. 
94*. y=z5SENZ. 99*, y=c0s_. 

95. y=tgz. 100. y=-+ V senz. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones exponenciales 
y logarítmicas: 


101. y=a*, si a=2, > e(e=2, 718 ...)*). 
102*. y=1l0guz, si a=10, 2, 7, €. 


103*. y=shx, donde shz=> (e*—e”), 


104*. y=chx, dondo ch => (e* +"). 


105*. y=thx, donde thx= sh 2 


cha * 
106. y =10=. 
107". y=e-** (curva de probabilidades). 

í 
108. y=2 >", 113. y=lg-. 
109. y=lg a?. 114. y=1g (—x). 
110. y=lg*z. 115. y=10gs (14 2). 
111. y=1g (lex). 116. y =1g (cos z). 
112. yz: 117. y=2*senz. 


3) Véaso más detalladamente sobre el número e en la pág. 26. 
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Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé- 
tricas inversas: 


118*. y=arcsen z. 122. y=arc sen, 
119*, y=arccosz. 123. y =arc cos 2 ; 
120". y=arctg z. 124. y=x+arcctg z. 


121*. y=arcctgx. 
Construir las gráficas de las siguientes funciones: 
125. y=|x|. 
1 
127. a) y=x]xv |; b) y=1l0g y5|x]. 
128. a) y=senx+|senz]|; b) y =senz—|sen zx]. 


3—ai para |x]<1t; 
y = 


129. 2 


1] Para ¡Lalo A 


130. a) y=[x], b) y =zx—T[zx], donde [x] es la parte entera del 
número zx, es decir, el mayor número entero, menor o igual a z. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones en el sistema 
de coordenadas polares (r, p) (7 >U): 


131. r=1 (circunferencia). 

132>. => (espiral de Arquímedes). 
133*, r=e"% (espiral logartitmica). 
134*, ==> lespiral hiperbólica). 
135. r=2c0sp (circunferencia). 


136. r=- . (linea recta). 
sen p 


137. r=seci-E- (parábola). 


138*. r=10s3en 3q (rosa de tres pétalos). 

139*. r=a(1 +cosqp) (a>0) (cardioide). 

140*, r?2=a3cos2p (a>0) (lemniscata). 

Construir las gráficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma paramétrica: 
21016 
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141*. 
142*. 
143". 
144*, 


circulo). 
145*. 
146. 


147. 
148. 
149. 
150. 
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z=(f, y=1t (parábola semicúbica). 
z=10c0st, y =sent (elipse). 


z=t0cos8f, y=10sen3t (astroide). 

T=04(CO0SL+1Sent), y=a(sent—icost) (desarrollo del 
__ el _ ata li de D ¿ 

1=17]4*Y=158 (fotium de Descartes). 


q ; E (semicircunferencia). 
Y1iF2 Vi+ 2 
=2' 427, y=2— 2 (rama de una hipérbola). 
z=2c0s*1, y=23en*i (segmento de recta). 
r=t—i, y=(2—13, 
r=a(2c08st—cos 21), y=a(2seni—sen 2t) (cardioide). 


Construir las gráficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma implicita: 


151*. 
152. 
153*. 
154, 
155. 


156*. 
157*. 
158*, 


159*, 
160". 
161. 


224 y?=25 (circunferencia). 
zy =12 (hipérbola). 
y = 2x (parábola). 
+ r ==1 (elipse). 
y? = 2? (100— 2?). 
e MORE 
234 y3 = a (astroide). 
+y=10lgy. 
x= 03 y. 
EJ 
Via+ y= gArcrg% (espiral logariimica). 
2>y—3iry=0 (foliun de Descartes). 


Hallar la fórmula de transición de la escala de Celsio (C) 
F 


a la de Fahrenheit (F), si se conoce que 0%G corresponde a 32 


y 1006 


a 212” TI, 


Construir la gráfica de la función obtenida. 

162. En un triángulo, cuya base es b=10 y su altura h=6, 
ostá inscrito un rectángulo (fig. 5). Exprosar la superficie de dicho 
rectángulo y como función de su base z. 

Construir la gráfica de esta función y hallar su valor máximo. 
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163. En el triángulo ACB, el lado BC=a, el AC=5b y el 
ángulo variable x ACB=x (fig. 6). 


LS 
4 ASAS 


JT 


Fig.5 Fig.6 


Expresar y = área. A ABC como función de x. Construir la grá- 
fica de esta función y hallar su valor máximo. 
164. Resolver gráficamente las ecuaciones: 


a) 212— 524 2=0; d) 10 = 2; 

b) 24 r—i1=0; e) z=1+0,5 sen x; 

c) lgz=0,1x; h) ctgzr=zx (0<r<m). 
165. Resolver gráficamente los sistemas de ecuaciones: 
a) zy=10, c+ y=?7; 

hb) zy=6, 1224 y?=13; 

c) i—r+y=4, y —2r=0; 

d) + y=10, 2+y*=0; 

e) y = Sen T, y =C08% (0<r< 21). 


S 3. Límites 
4% Límite de una sucesión. El número a recibe el nombre de 
limite de la sucesión L4y Tay .. y LTny Aa 
lim Tp =Bl, 
n=» 00 


si para cualquier £7>>0 existo un número N=N (e) -tal, que 
[Ttn—2aj|<e para n >, 
Ejemplo 41. Demostrar que 


noo A 


28 
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Solución. Consideremos la diferencia 
2n +4 1 


n+1 =e n+41' 
Valorando su magnitud absoluta, tendremos: 


2n+1 1 
a sr (2) 


si 
n > 1 = N (8). 


De esta forma, para cada número positivo e se puede encontrar un 
número ir tal, que para 2 >N se cumple la desigualdad (2). Por 


consiguiente. el número 2 es límite de la sucesión zp —= (21 4-1)/(n +1), es 
decir, se vorifica la fórmula (1). 

22 Limite de una función. Se dice que la unción f(7) — A 
cuando «> «a (4d y a-son unos números), o que 


lim f(1)=4, 
x>oa 


si para cualquier e >0 existe un número 0:=0 (2) >0 tal, que 
IFND—A|<e para 0 r—a] 0, 
Análogamente 
lim Í fx) = A, 
Xx —00 


si [f(09—A|<e para |x| > N (e). E 
También se emplea la notación convencional 
Xi 
que indica, que jf(=)|>E£ para 0< | x—a[<ó(E), donde E es un número 


positivo arbitrario. . 
3%, Limites laterales. Si <a y z>-4, se escribe convencional- 


mente z-—>a-—0; análogamente, si z2>a y za, se escribirá asi: z > a--0. 
1.03 nÚmEeros 


fla—0)= lim f(x) y f(a+0)= lim f(0) 
x>n—0 x(01+0 


se llaman, respectivamente, limite a la izquierda de la función f (z) en el 
punto a y límite a la derecha de la función f(x) en el punto a (si es que 
dichos números existen). 

Para que exista el límite de la función f(x) cuando z—-a, 03 necesario 
y suficiente que se verifique la igualdud 


f (a —0) =f (a +0). 
Si oxiston el Him f, (+) y el lim f2(z), tienen lugar los siguientes 
x=>00 xa 
teoremas: 
1) lim [f4, (2) +72 (2)]=1Yim f, (x)+1im f2 (2); 
a xa ca 
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2) lim [f1 (2) [2 (2)]= pesa Í1 (je Lim fe (1); 
3) lim [f, (fa (=)]= lim f, (=)/lim fa(z) (tim f2 (1) + 0). 


Los límites siguientes $0 emplean con frecuencia: 


sen z 


lim =Í 


x-»0 


E 1 
lim (1++) =lim (140) % =0=2,74828 ... 
> 


X-=)00 


Ejomplo 2. Hallar los límites a la derecha y a la izquierda de la 
función 


f (1) =arctg = 


cuando zx -—>-0. 
Solución, Tenemos; 


1(+0)= lim, (arctg =)-=z 


1 sí 
a > == e q y 
tetg z ) 2 
En este caso, es evidente que no existe límite do “la función f(x) 
cuando x -—>» 0. 
166. Demostrar que, si n->o00, el límite de la sucesión 


4 1 1 1 
ESC 


—O= lim 
1(0= Jin, ( 


es igual a cero. ¿Para qué valores de n se cumple la desigualdad 
1 
7 < €, 


(siendo e un número positivo arbitrario)? 

Efectuar el cálculo numérico para: a) e =0,1; b) g£ =0,01; 
c) e =0,001. 

167. Demostrar que el límite de la sucosión 


=> +1 (n=1, 2, sud) 


cuando n—> 00 es jgual a 4. ¿Para qué valores de n>N se cumple 
la desigualdad 
| Ln — 1 | XZ €, 
(siendo € un número positivo arbitrario)? 
Hallar N para: a) 2 =0,1; b) € =0,01; c) e =0,001. 
168. Demostrar que 


lim 2? = 4. 
x-»2 
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¿Cómo elegir para el número positivo dado € un númerób posi- 
tivo 0, de modo que de la desigualdad 


[z-—2|<6 
se deduzca la desigualdad 
[2t—4|<e? 
Calcular Ó, para: a) s=0,1; b) e 0,01; c) e =0,001. 


169. Dilucidar el sentido exacto de las notaciones convencio- 
nales: 


a) lim ligr=—oo; b) lim 2%= +00; Cc) lim f(x) =00. 
x-»>+4-0 X=-+00 X=+00 
170. Hallar los límites de las sucesiones: 
1 4 1 (1 
a) Í, => Ex o a de E 


p) 4 6 2n , 
E 


)V2Y2V2, y 2Y2Y 2. --- 


2, 4) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ... 
Hallar los límitos: , 
171. lim (FA + dl =— ] l 


172. lim E CS 


N-»00 


173. lim [ A A MED ] 


mí $00 2 


a th(—i1)” 
174. lim a=(=1*" s 


175. la 

; 1 1 

: 1 — (Y 1-1 
A A 


n-> 0) 


478". lim PAE 


Nn-y00 


179. lim(Vr+1—Vn). 


. nsenn! 
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Al buscar el límite de la razón de dos polinomios enteros respecto a zx, 
cuando z—-co0, es conveniente dividir previamente los dos términos de 
la razón por z”, donde » es la mayor potencia de estos polinomios. 

En muchos casos puede emplearse un procedimiento análogo, cuando 
se trata de iracciones que contienen expresiones irracionales. 


Ejemplo id. a ; 6 
- (Qa—3)(B3x+5) (426) , (2-<) (3+5) (4-5) 2.3.4 
A AA 
1 
E lo 2 lim ===> = lim > =1. 
jemplo a Y 1310 al y 142 
z3 
181. lim Ca 186. la 2222 E, 
x-reo Pl xo YH-+! 
.  1000z ó 274-3 
182. lim e 187. po e E 
zin or+l ; q 
A 
o 2 +3 =3+1 
184. Mm as: 189. lim PEE. 
185. lim 3. (072% 190. lim Vs 
X=» 00 255 ; y xa» 00 re 
24 V 24 Yz 


Si P (2) y O (x) son polinomios enteros y P(a) +00 Q (a) 40, el límite 
de la fracción racional 


3e halla diroctamente. 


SiP (a) =0 (a) =0, se recomienda simplificar la fracción o , por e) 
binomio z—a, una o varias veces. 

Ejemplo 2. 
: ai—á ——. (2 (242) a E 
a a 
2344 Az 2 

191. lim TRY" 195. o EE: 

192. lim 292310 196. lim E-£+0z+42 

ass 25 ' a 73 —a3 : 

. | (2 h—23 

193. a Er 197. cr ENE OS : 
, xi—2z ; 1 3 

a 198. lim (+77—377): 
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Las expresiones irracionalos se reducen, en muchos casos, a una forma 
racional introduciendo una nueva variable, 


Ejemplo 4. Hallar 
, Vi+zr—it 
lim —=— * 
x-»0 y i+z—! 


Solución. Suponiendo 


i+=yf8, 
tenemos: 
- Yi+r—1 - Y yt 3 
Jim ====-—— = lim = lim —_—_—_— =>, 
5-0 Vitr—i vol Y ys Y 2 
199. lim Vz-—1 201. lim ye! 
x—1 =—1 x-»1 y z—1 
200. lim YE=8 202. lim Y 4-2V2 41 
o ey . e E AS . 
x>64 Y z—4 a» 1 (rx —1) 


Otro procedimiento para hallar el límite de una expresión irracional 
es el de trasladar la parte irracional del mumerador al denominador o, 
al contrario, del denominador al numerador. 


Ejemplo 5. 
%. Yi—ya _ . z—á e 
nr ES Enea) 


= lim . (a > 0). 


4 
2 YVz+ Ya  2ya 


2 Yr—3 Yi 2746 Y 2242186 
tio e E add o Er >= 
204. lim ==. 211. lim (Yz+a—V2). 

x8 ]) Ll 2 %=» -)-00 
205. lim VEZ, 212. lim (VilF0—2). 

x-» 1 Y 1 IP) 00 

lim 3-VS+z 213. li 252 +61). 
206. lim-= a 1 Min (Y 225% +6—2) 
207. lim V1+=-VÍ-2= 24. limz (VTI—a). 

x—0 z X-+--00 
208. lim VETE VE 245. lim (24/13, 

h-=»0 X=» 00 


209. lim 2H Y 5 E 
h->0 h 
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Al hacer el cálculo de los límites, en muchos casos se emplea la 


fórmula 


y Se supone que se sabe que, lim sen z==sena y 
x0a 


216. 


217. 


218 


219. 
220. 
221. 
222. 
223. 
224. 


225. 


226. 


227. 


lim cos z=cC0S a, 


xq 
, , seu53z sen 3x 
Ejemplo £.. lim-——= lim (E 5) -1:5=5. 
0 x=» () Y 
.  senz ; TE 
a) lim——=; 228. lim(1—1)tg —. 
) 2 Y Sa ) 5 2 
A 229. limctg 2xctg (F—s). 
X »00 20 
es sen 3z A 
go 230. lim— E 
Hina sen 5z *T 
mo SenZz * 281. lim 1202 
Hr ¿3 
lim sen nz a q 
>] Sen 3sttz : 
232. lim (08 MI —CO03 NZ 
lim (» sen E) x->0 a 
iS 933. Jim +8*—sSen z 
.  Í—cCoszx . > 
lim 73 ss => () 
X=» 0 
-  APcsenz 
lim 591 7 —sen a 234. co E . 
sm FT arctg 2z 
Lim Os 70054 235. lim na 
x>G Pra A—32 
lim tgae a a a 
Em — 2 2/2 i 
237 li r—sen 2z 
lim ¿MN EF%R—733n7 0 "ep T+Hsen dz 
dd Ñ no 
e cos —— 
lim SON 2-08 E 5 
Í—tezx 238. lim ——— , 
2 E ari 1— Vz 
nm 1 Voeos x 
ms 239. lim 1 Y 097. 
e) z E 
240. lim Vi +senz— Visas 


b) lim zson—. 


X->00 


x->0 z 
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Al hallar los límitos de la forma 
lim [p (JP =C, 
xa 


debe tenerse en cuenta que: 
4) si existen los limites finitos 


limq(23=4 y limy(x)=B, 
xQ xQ 


se tiene que C= AY; 


(3) 


2) si lim 9(1)=4Y%1 y limp(1)=+00, el probloma de hallar el 
xl 


> A 
límite (3) se resuelve directamente; 


3) si lim p(x)=1 y lim yp(7)=00, se supone que Qq(z)=1+au (2), 
X=» xQ 


donde a (2) >-0, cuando z-—-a y, por consiguiente, 


1 
C=Tlim (1 +0 (2) a(x) pad) = ¿70 
4 


siendo e=2,718 ... el número de Neper. 
Ejemplo 7. Hallar 


Solución. Aquí 


por consiguiente, 
14+x 
lim ( ma ) =¿1l=2, 


x-—»0 


£jemplo 8. Hallar 


é z+4 yx3 
: lim (71) 
Solución. Tenemos: ; 
lim lim SA a 
E a pL 2 


y 
lim 13= +00 
X=>0D 
Por lo cual, +1 a 
li +1) =0. 
la (A 


Ejemplo 9. Hallar 


tim (+7) - 


lim atxc)y(x) lim [p(x)-1]p(x) 
=¿* 92 


lim ($S)-> y lim(14+x)=1; 
z x—b0 
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Solución. Tenemos: 


a + 
==1 
moco 1 STO 


Haciendo las transformaciones que se indicaron más arriba, obtendremos 


Z=1y2 E z—1 x 
. A (=3-1)) SS 
lin (55) 0 | 4 (5 
xi EA 2% 


$ [+ (5) 13 EA 


En este caso concreto, puede hallarse el límite con más facilidad, sin 
recurrir al procodimiento general: 


de a 
lim (HG) tim (YA, 


x-+00 (1+2) lim 142) e 


En todo caso, es conveniente recordar que: 


lin +7) mn eh, 


241. lim (5) 248. lim (57) 
X=» 
d td yr+1 g—4yx4+2 
242, lim (5=7) 249. lim (373) 
2x 
243, lim (H)" 250. lim(14-2)”. 
=p 00 n-y00 
Lali 1 
y. PE Xx ae 
244, lim (E 3573) 251. lim (1 +sona)*. 
1 
245. e E 292**. a) lim (cos 2) *; 
1 
246. lim (1-7) b) lim (cos zx)”. 
N=po00 ne x-—( 


247. lim (1 +2). 


Al calcular los límites que se dan a continuación, es conveniente saber 
que, si existe y es positivo el kaos j (x), se tiene: 


lim [ln ee =1n [lim f (2))- 
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Ejemplo 10. Demostrar que 


lim eE (+) 
xo () 
Solución. Tenemos: 


lim 2042 =limm [ln (4 + 2)1/%] =1n [lira (1 + 2)1/%) uu ln e me. 


a» 0 


La fórmula (+) se emplea, frecuentemente, en la resolución de problemas. 


2093. Jim [ln (27 + 1) —1n (2 +2)]. 


254. lim y 604409) 260*. limn(Ya—1) (a>0). 
> no 
255. lim (Ln y/ 72). 261. lim LE. 
0 AT l—z x 0 0d 
A . 1er 
256. de zx ln (741) —In 2]. 262. Mn 
In (cos x) - _Shzx 
257. lim —3= . 263. a) lim ==; 
x=» ( a» 0 
258*. lim Í b) limo 
259*, lim L (a >0). (Véanse* los ejercicios 103 y 104). 


Hallar los a ulonids límites laterales: 


264. a) lim A 267. a) lim lnd+e). 
A =— 00 V+41 x= 00 al 
ln (1+e? 
o b ———, 
») po Y 72 +1 pa 
265. a) lim thx; 268. a) lim LENzL; 
A=>+=00 xr —() 
b) lim thx, b) lim jornal 
I>-+-00 x-»-+-0 
ee x—i1 
donde th x= EF: 269. a) im EAT ' 
266. a) lim ni b) lim 1... 
a sr 1 o ]2—1] 
i+e? 
270. a) lim 3; 
b) lim ——>. 208 
EE b) lim 
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Construir las gráficas de las funcionos: 
271**. y = lim (cos?” 2). 


+00 


272%. y=lim-= (=>0). 


n—>00 1 qat 

273. y=limYzx* +02. 
UL">00 

274. y =lim (arctg nz). 


N->00 


275. y=limy1+2" (2>0). 
fis 00 


276. Convertir en ordinaria la siguiente fracción periódica 
mixta 


a =0,13555..., 


considerándola como el límite de la correspondiente fracción finita. 

277, ¿Qué ocurrirá con las raíces de la ecuación cuadrada 

artrbr+c=0, 

si el coeficiente a tiende a cero, y los coeficientes b y e son 
constanies, siendo b:4 0? 

278. Hallar el límito del ángulo interno de un polígono regu- 
lar de n lados si n—>00. 

279. Hallar el límite de los perímetros de los polígonos regu- 
lares de n lados inscritos en una circunferencia de radio RR y de 
los circunscritos a su alrededor, si n—> oo, 


280. Flallar el límite de la suma de las longitudes de las 
ordenadas de la curva 


y=e*cos1x, 
trazadas en los puntos =0, 1, 2, ..., n, si n—00. 
281. Hallar el límite de las áreas de los cuadrados construidos 
sobre las ordenadas de la curva 
y=2" 


como bases, donde z=1, 2, 3, ..., n, con la condición de que 
n -—> 09, 

282. Hallar el límite, cuando n—>0o0, del perímetro de la 
línea quebrada MM, ... Mn, inscrita en la espiral logarítmica 


=P, 
si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, los 
ángulos polares 


T »ITT 


Po =0, Y: = q +... P=>5 + 
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283. El segmento AB=a (fig. 7) está dividido en n partes 
iguales. Sobre cada una de ellas, tomándola como base, se ha 
construido un triángulo isósceles, cuyos ángulos en la base son 
iguales a a =45”. Demostrar, que el límite del perímetro de la 
línea quebrada así formada es diferente de la longitud del seg- 
mento AB, a pesar de que, pasando a límites, la línea quebrada 
«se confunde geométricamente con el segmento AB». 


Fig.7 Fig.8 


284. El punto C, divide al segmento AB=l1 en dos partes 
igualos; el punto € divide al segmento AC, en dos partes tam- 
bién iguales; el punto Cy divide, a su vez, al segmento CC, en 
dos partes iguales; el Cí, hace lo propio con el segmento C2Cy 
y así sucesivamente. Determinar la posición límite del punto Ch», 
cuando R-> 00, 

285. Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de 
un triángulo rectángulo en n partes iguales, se han construido 
rectángulos inscritos (fig. 8). Determinar el límite del área de la 
figura escalonada así constituida, si n—> 00. 

286. Hallar las constantes k y b de la ecuación 

: 4 4y 
lim er +o— E) =0. (4) 

Esclarecer el sentido geométrico de la igualdad (1). 

287*, Un proceso químico so desarrolla de tal forma, que el incre- 
mento de la cantidad de substancia en cada intervalo de tiempo rt, de 
una sucesión infinita de intervalos (ix, (¿ 444) 7) (¿=0, 1, 2, ...), es 
proporcional a la cantidad de substancia existente al comienzo del 
intervalo y a la duración de dicho intervalo. Suponiendo que cn 
el momento inicial la cantidad de substancia era Q,, determinar 


la cantidad Qf” que habrá de la misma después de transcurrir un 

intervalo do tiempo £, si el incremento do la cantidad de subs- 

tancia se realiza cada eneava parte del intervalo de tiempo 
É 


T= ==, 


n 


Hallar Q;= lim Qf”. 


N—>00 
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S 4, Infinitésimos e infinitos 
1%”. Infinitésimos. Si 


lim a (2) -=0, 
>. q 
es decir, si Ja (x)| <e, cuando 0 <|x—a|< 0 (8), la función a (z) so llama 
infinitésima (infinitamente pequeña) cuando z=-»«ua. Análo“gamente sa deter- 
mina la función infinitésima (infinitamente pequeña) a (2), cuando x-— 00. 
La suma y el producto de un número limitado de infinitésimos, cuando 
za, es también un infinitésimo cuando z—>-e. 
Si a (1) y f(x) son infinitésimos cuando z—>a y 


a (x) 
13 Ap =C, 
sera B (2) 
donde C es un número distinto do cero, las funciones a. (zx) y f(x) reciben 
el nombre do infinitésimas de un mismo orden; si C=0, se dice que la función 


a (zx) es una infinitésima de orden superior respecto a P (2). La función «a (zx) 
se denomina infinitésima de orden n respecto a la función f (z), si 


á o. (1) ne 
a A 0 


pS <|C0]|<-+00. 


las funciones a (1) y PB (x) se llaman equivalentes cuando z =» a; 


a (1) — $ (7). 
Por ejemplo, si +->-0 tendromos: 


senior tez=oz; In(i+x)->, 

etc, 

La suma de dos infinitésimos de orden distinto, equivale al sumando 
cuyo orden es inferior. 

El Jímite de Ja razón de dos infinitésimos no se altera, si los términos 
do la misma se sustituyen por otros cuyos valores respectivos sean equiva- 
lentes. Do acuerdo con este teorema, al hallar cl Jímite do la fracción 

in, 22) 

lim =_—, 

xa B (z) 
dondo a(x) >—0 y f(x) >-0, cuando z—-a, al numerador y denominador 
de la fracción pueden restárscle (o sumársele) infinitésimos do orden supe- 
rior, cleridos de tal forma, que las cantidades resultantes sean equivalentes 
a las anteriores. 

E j emp lo 4, _ 
Y 34271 pa 4 
lim —————- u. lim A PP, 


2%. Infinitos. Si para un número cualquiera NV, tan grande como se 
dosco, existe tal 9(/V), que para 0< |z—a|<0(N) se verifica la desi- 


gualdad 
IAAI>N, 
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la función f(x) recibo el nombre de infinita (infinitamente grande) cuando 
-—»> (a. ; 

Análogamento, f(x) se determina como infinita (infinitamente grande) 
cuando z—=c00. El concepto do infinitos de diverses órdenos se establece 
de manera semejante a como se hizo para los infinitésimos. 


288. Demostrar que la función 


f(«) = “2 


es infinitamente pequeña cuando z—> oo. ¿Para qué valores de z 
se cumple la desigualdad 


[F(31<e, 
si e es un número arbitrario? 
Hacer los cálculos para: a) e =0,1; b) 2=0,01; e) 80,001. 
289. Demostrar que la función 
f(2)=1—2 
es infinitamente pequeña cuando z—> 4. ¿Para qué valores de z se 
cumple la desigualdad 


(F|<e, 


si g es un número cntero arbitrario? Hacer los cálculos numéricos Para: 
a) e =0,1; b) £=0,01; c) e =0,001. 
290. Demostrar que la función 


H0=3 


es infinitamente grande cuando z—> 2. ¿En qué entornos | z—-2| <6 
se verifica la desigualdad 


¡AD|>N, 


si Y es un número positivo arbitrario? 

Hallar 3, si: a) N=140; b) N=400; c) N = 1000. 

291. Determinar el orden infinitesimal: a) de la superficie de 
una esfera, y bj) del volumen de la misma, si su radio r es un 
infinitésimo de 41” orden. ¿Cuál será el orden infinitesimal del 
radio y del volumen respecto al área de esta esfera? 

292. Sea a el ángulo central de un sector circular ABO 
(fig. 9), cuyo radio Ii tionde a cero. Determinar el orden infini- 
tesimal: a) do la cuerda AB; b) de la flecha del arco CD; c) del 
área dol AADD, respecto al infinitésimo «. 

293. Determinar el orden infinitesimal respecto a z, cuando 
z—>0, de las funciones siguientes: 


a) 2: d) 1—cos zx; 
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bhlVi+Yyz; 0) tg r— sen z. 
) Vaya; 
294, Demostrar que la longitud de un arco infinitésimo de una 


circunferencia de radio constante, es equivalente a Ja longitud 
de la cuerda que tensa. 


295. ¿Son equivalentes, un segmento infinitésimo y la semicir- 
cunferencia infinitésima construida sobre él, como diámetro? 


0 
Fig.9 


Aplicando el teorema sobre la razón de dos infinitésimos, hallar: 


sen 3x-sen5z In z 
296. e 298. lim 3=3: 
aresen —=— 
Vi—13 cos x—cos 2z 
Ad) 7 As 


300. Demostrar que cuando z —>0, las magnitudes < y Y Vi+zr—1 
son equivalentes entre sí. Empleando este resultado, mostrar que, 
cuando |x| es pequeño, se verifica la igualdad aproximada 

Virrmi+5. (1) 

Aplicando la fórmula (1), hallar aproximadamente: 

a) V 1,06; b) 0,97; c) V10; d) Y 120 


y comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 


301. Demostrar que, cuando z—0, se verifican las igualdades 


aproximadas siguientes, con precisión hasta los tórminos de 
orden z?. 


a) q 1. 
b) Vaitiza+rz (a > 0); 


3—1016 
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c) (141)"=1+4nmx (n, es un número natural); 
d) lg (17-x) =Mz, 


donde M=lge=0,43429... 
Partiendo de estas fórmulas, calcular aproximadamente: 


t_, 0 1. 15. 
5) 1,04% 6) 0,934; 7) lg 1,1. 


Comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 
302. Demostrar que, cuando 2—> oo, la función racional entera 


P(23=ay" +ag?A+...+4n (4930) 
es una magnitud infinitésima, equivalente al término superior 
Agr”. 
303. Supongamos que z—>00. Tomando a x= como magnitud 
infinita de 4% orden, determinar el orden de crecimiento de Jas 
funciones: 


a) 12— 100x— 1000; c) Ve +Vz 
zo. Y == 773 
D) 2: d) Y +—22% 


$ 5. Continuidad de las funciones 


17. Definición de continuidad. Lu función f(x) se lama con- 
tinua para z=ÉE (o «cn el punto E»), si: 1) dicha función está determinada 
en el punto E, es decir, existe el número f(E); 2) existo y es finito c) 
límite lino f (x); 3) esto límite es igual al valor de la función en el punto 3. 


xokE 
es decir, 
lim f (2)= f (8). (1) 
E 
Haciondo la sustitución 
; z=E-+4AE, 
donde AE ->0, se puedo escribir la condición (1) de la forma: 
lim Af(E)= lim [f(E+ AE) —fÍ (£)] =0, (2) 
Añ=0 At>0 


es docir, la función f(x) es continua en el punto E, cuando, y sólo cuando, 
en este punto, a un incremento infínitésimo del argumento corresponde un 
incromento infinitésimo de la función. 

Si la función es continua en cada uno do los puntos de un campo 
determinado (intervalo, seginento, otc.), se dice que 0s continua en esto 
campo. 
Ejemplo 4. Demostrar que la función 


y = Sen z 
es continua para cualquior valor dol argumento .. 
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Solución. Se ticno; 


y 
sen —— 
Ay =sen (z + Az) -—sen 2= 2 sen = cos (++5$) = == «COS (=+57) 'Az, 
2 
Como 
sen 42 
lim —¿2=1 y | cos (2457) | £t, 
2 
para. cualquier valor de r, tendremos: 
lim Ay=0. 
Ax—>0 


Por consiguiente, la función sen x= es continua para —o0o<z<-+0. 

22 Puntos de discontinuidad de una funciór. Se dice 
ue una función f(x) es discontinua en el punto zp, que perteneca al campo 
de existencia de la función o que es punto frontera de dicho campo, si en 
este punto no se verifica la condición de continuidad de la función. 


Ejemplo 2. La función (== (fig. 10, a) es discontinua en el 


punto x=4. Esta función no está definida en el punto z=1 y como quiera 


que se elija el número f(1), la función complotada f(x) no será contínua 
en el punto z=l, 


Si la función f(x) ticne límites finitos: 
lim f(x)=f(z0—0) y lim f(2)=1/(r0+0), 
roo —0 xxo-+0 


pero los tres números f(zo), f(zy—0) y f(zo+0) no son igualos entre sí, 
entonces, zy recibe el nombre de punto de discontinuidad de 17% especie. Tn 
particular, si 


Í (29 —0) =f (xo +0), 
py Se Mama punto de disconiinuidad evitable, 
Para que la función f(x) sea continua en el punto zp, os necesario 
y suficiente que 
Í (20) = $ (xo —0)= Í (20+0). 


sen Y 


Ejemplo 3. La función f(1)= [=] tiene discontinuidad de 1'3 espe- 


cie en el punto z=0. 
Efectivamente, aquí 


HrO)= lim EZ +1 
x>+) 2 
y 
a 


f(—0)x= lim 
ro 09 == 


Ejemplo 4. La función y =E (2), dondo £ (2) representa la parte entera 
dol número z (es decir, £(x) es un número entero que satisface a la igualdad: 


ya 
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=E(x)+q, donde 0O<g<1), es discontinua (fig. 10,5) en cada punto 
ontero: 1=0, +4, +2,..., y todos los puntos de discontinuidad son du 
4ra ospecie. 

Jotectivamonte, st n es un número entoro, E(n—0)=n—1 y Eln4+0)=n. 
Es evidente, que en todos los demás puntos esta función es continua. 


Fig. 10 


Los puntos de discontinuidad de la función que no son de 1'3 especie, 
se flaman puntos de discontinuidad de 22 especie. 

Son también puntos de discontinuidad de 22 especie los puntos de dis- 
continuidad infinita, es decir, aquellos puntos zp, para los que, por lo menos, 
uno de los límites laterales f(xp—0) uv f (x9-+-0) es igual a co (véase el ej. 2). 


Ejemplo 5. La función y =008 — (fig. 10, c), en el punto z=0 
tione una discontinvidad de 2% especie, ya que aquí no oxiste ninguno de 
los dos límites laterales 

, n , T 
lim cos-— y lim cos— . 
x» —0 z =r+0 z 

3%, Propiedades de las funciones continuas. Al analizar 

las funcionos para determinar si son continuas, hay que tener presentes 


los siguientos teoremas: j ; 
1) La suma y el producto de un número limitado de funciones conti- 


nuas en Un campo determinado es, a su vez, una función continua on este 
mismo campo; 


(€ 


Continuidad de las funciones 31 


2) el cociente da la división de dos funciones continuas en un campo 
determinado, es también una función continua, para todos los valores del 
argumento de este mismo campo, que no anulan el denominador; 

3) si la función f(+) es continua en un intervalo (e, b), estando el con- 
junto de sus valores comprendido en el intervalo (4, B) y la función q (2) 
vs continua en este intervalo (4, B), la función compuesta p[f(x)] también 
es continua en el intervalo (a, b). 

Toda función f(x), continua en el segmento [z, 5), posee las propiedades 
siguientes: 

1) f(x) está acotada en [e, b], es docir, existo cierto número M tal, que 
110] <M para a<zr<b; 

2) f(x) alcanza en [e, 5] su valor máximo y mínimo; ] 

3) f(x) toma todos los valores intermedios entro dos dados, es decir, 
si f(a)=A4 y FP)=B(U <XaAa<B<b) y A + B, ontonces, cualquiera que Sea 
el número €, comprendido entre A y 8, existe por lo menos uan valor de 
=y(a <y<B) tal. que f(y) =C. 

En particular, si f(«%) f (PB) <0, la ecuación 

(+) =0 


tiene en ol intervalo (a, B), por lo menos, una raíz real. 


304. Domostrar, que la función y=x? es continua para cual- 
quier valor del argumento z. 
305. Demostrar, que Ja función racional entera 


P(12)=ap9" +azx"li4...+4a 


es continua para cualquier valor de z. 
306. Demostrar, que la función racional fraccionaria 


_ ayer aya 1... 4-4 
R(x)= bye +02 M1 +... +0 


es continua para todos los valores de x, a excepción de aquellos 
que anulan el denominador. 

307*. Demostrar, que la función y=V z es continua para 
xr > 0. 

308. Demostrar que, si la función f(x) es continua y no nega- 
tiva en el intervalo (a, b) la función 


F(a)=Vf(x) 


también es continua en oste intervalo. 

309*. Demostrar, que Ja función y.=cosz es continua para 
cualquier valor de z. 

310. ¿Para qué valores de z serán continuas las funciones: 
a) tgzx y b) ctg zx? 

311*. Demostrar, que la función y=)] x=] es continua. Cons- 
trutr la gráfica de esta función. 

312. Demostrar, que la magnitud absoluta de una función 
continua es también una función continua. 
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313. Una función está dada por las fórmulas 


fa) = a == cuando zs=é 2, 
A id x=2. 


¿Cómo debe elegirse el valor de la función A=f(2), para que 
la función f(x), completada de esta forma, sea continua cuando 
x=2? Construir la gráfica de la función y=f (x). 

314. El segundo miembro de la igualdad 


1 
f(x) =1 —x sen — 


carece de sentido cuando x=0. ¿Cómo elegir el valor de (0) 
para que la función f(x) sea continua en este punto? 
315. La función 


f (1) =arcte == 


carece de sentido cuando z=2. ¿Puede elegirse el valor de f(2) 
de o forma, que la función completada sea continua cuando 
X= 

316. La función f(x) es indeterminada en el punto z=0. 
Determinar f(0) de tal forma, que f(x) sea continua en este 
punto, si: " 


a) fa) = EA (rn es un número natural); 
bh) f(x) = AZ: 
is Arto a 


Xx 
-=X 


d) fa) ==; 
e) f(x) =x son —; 


) f(x) =xzxctg x. 
Averiguar si son continuas las funciones: 


317. y==5. 320. y=,7- 
318, v= TE ] 321. a) y =sen — 
319. y b) y==sen—= 
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99.) _ YT e | 
322. U== Tí * 326. y =(1 +2) arctg 7 
1 
323. y=1lIn (cos 2). 327. y=e**?, 
yla 
324. y=1m| 18 7-|. 328. y=e *. 
320. y=arctg—. 329. y= a 7 
14 A 


3380. y— cuando 2< 3, 
ds | 21344 cuando > 3. 


Construir la gráfica de esta función. 

331. Demostrar, que la función de Dirichlet x(x), que es 
igual a cero cuando x es irracional e igual a 1 cuando x es racio- 
nal, es discontinua para cada uno de los valores de zx. 

Averiguar si son continuas y construir la gráfica de las 
siguientes o 


332. y=lim 3  (2>0). 


o 1 pan = rl 
393. y = ln (x arctg nz). 


334. a) y=sgnzx, b)y=zsgnz=, Cc) y =sgn (sen x), donde 
la función senz se determina por las fórinulas: 


| +4, si x>0, 
sgn x= j O, si z=0, 
—4A, si r<O0. 


399. a) y=2—Elx), b) y=xE(x), donde E(x) es la parte 
entera del número z. 

336. Dar un ejemplo que demuestre que la suma de dos fun- 
ciones discontinuas puede ser una función continua. 

3371". Sea qu una fracción propia positiva que tiende «u cero 
(0<a<41). ¿Se puede poner en la igualdad 


E(+a)=E(1—a)+1, 


que se verifica para todos los valores de «a, el fímite de la can- 
tidad a? 
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338. Demostrar, que la ecuación 
aA—3r41=0 


tiene una raíz real en el intervalo (1, 2). Calcular aproximada- 


mente esla raíz. 
339. Demostrar, que cualquier polinomio P (x) de grado impar 


liene por Jo menos una raíz real. 
340). Demostrar, que la ecuación 


tgr=xzx 


liene una infinidad de raices reales. 


Capitulo IJ 
DIFERENCIACION DE FUNCIONES 


%. Cálculo directo de derivadas 


17, Incremento del argumento e« incremento de la 
función. Si zx y zx, son valores del argumento z, mientras quo y=f (x) 
e yy =f (z,) son los correspondientes valores de la función y=f (2), 


Ax = x,¡—z 
se llama ¿ineremento del argu nento zx en el segmento [x, 2,1, y 
AY =Y14—Y, 
o sea, 
My =f (21) —] (1) =f (24-Ax) —] (2) (1) 


recibe el nombre de ¿incremento de la función y en este mismo segmento |x, x-,] 
(fig. 11, dondo Ar=3MA y Ay AN). La razón 
By 


Tr 80 


representa cl coeficiente angular de da secante MN de la gráfica de la 


Fig. 11 


función y=/(x) (fig. 11) y sc Jlama velocidad media de variación de la fun- 
ción y en el segmento (x, z+Azx). 
Ejemplo 1. Para la función 


y =132—ux+6, 
calcular Ax y Ay, correspondientes a las siguientes variacionos del argumento: 
a) desde z=4 hasta z=1,1; 
b) desde z=3 husta =2. 
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Solución. Tenemos: 
a) Az=m=1,/1—1==0,1, 
Ay a (1,12—5.1,1 +6) — (12 —5-1-+6) = —0,29; 
b) Aru=2aio—Í, 
Ay = (22—5.2+6)-— (32—35.374-6) =0. 


Ejemplo 2. Hallar, para la hipérbola y=, el coeficiento angular 
do la secante que pasa por los puntos, cuyas abscisas son z=3 y z,=10, 

A : a E NS. A TO ZA 

Solución. Aquí Ar=10—3=7; y= 3iYv=3p: Ay = 10753 


7 Ay ] 
ir TES Por consiguiente, £= SEC 
2. Derivada. Derivado y =T do la función y=f(x) con respecto 


al argumento x se llama al Jímito de la razón LL, cuando Az tiende 


a cero, es decir 


qm NY 
1 Pp lim e PO y 
á Ax-»>0 4L 


si dicho límite existe. 
El valor de la derivada nos lo da el coeficiente angular de la tangonte 
MT au la gráfica do la función y=f(x) en el punto z (fig. 11): 


y =tg 0. 
La operación de hallar la derivada y” recibe el nombre du derivación 
de la función, 
La derivada y' =f' (z) ropresonta la velocidad de variación de le función 


en ol punto -. 
Ejemplo 3. Hallar la derivada de la función 


y=22, 
Solución. Aplicando la jórmula (1) tendrernos: 
Ay=(2-+A0)2—22=2xAx + (47)? 


Ay _ 
€ Tes 
Por consiguiente, 
TO =2x. 
y e E ce (2z + Ax) =2x 
3% Derivadas laterales. Las oxpresiones 
: im 2 (r+4z)—] (2) 
L (2) = Tim -_ > 
/2 (2) Ax=»—0 Az 
y 


ls (a)= lim [ErÍN10) 
Bi ÁAxs>+o Je 
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se llaman respectivamente derivadas a la izquierda o a la derecha de la fun- 
<ión f(x) en el punto z. Para que exista f” (x) es necesario y suficiente que 


[7 (3) um f, (2). 
Ejemplo 4. Hallar f: (0) y f; (0) para la función 


f=|zl. 

Solución. Por definición, tenemos que 
, | Az! 
JR) ax>»—0 Az 


; Az | 
f, 0 == lim Hart, 
f (0) O NE 


4. Derivada infinita. Si en un punto determinado tenemos que 


o HALLADO) Pl 
E 


se dice, que la función continua f(x) tiene dorivada infinita on el punto z. 
En este caso, la tangente a la gráfica de la función y=f(x) será porpendi- 
cular al eje OX. 
Ejemplo 5. Hallar f' (0) para la-función 
y=Y z. 
Solución. Tenemos: 


yAz o. 1 
IM 33=3=0%0. 
axr>0 y Ax? 


f' (0)= lim 
áx>0 

341. Hallar el incremento de la función y =x?, correspondiente 

al paso del argumento: 

a) do z=14d a x,=2; 

b) de x=1 a x,=1,f1; 

c) de z=1 a 2¿=1+4. 

342. Hallar Ay para la función y=VY2, si: 

a) z=0, Ar =0,001; 

b) 1=8, Ar = —9; 

c) z=4, Az=h, 


343. ¿Por qué, para la función y=2x-+3 se puede determinar 
el"incremento Ay, conociendo solamente que el incremento corres- 
pondiente es Ár=5, mientras que para la función y =x* no puede 
hacerse lo mismo? 


344. Hallar cl incremento Ay y la ruzón aL para las funciones: 


a) ==" cuando z=4 y Az=0,4; 
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b) y=V z cuando z=0 y Az=0,0001; 
c) y=1lgxr cuando z=-100.000 y Ax = —-90.000. 


343. Tlallar Ay y =L , correspondientes a la variación del argu- 
inento desde z hasta z--Ax, para las siguientes funciones: 


a) y=ar+b5  diy=Vz; 


b) y=2?; e) y=2"; 
0) y; f) y=]nz. 


346. Hallar el coeficiente angular de la secante a la parábola 
y =2x1X—a?, 
si las abscisas de los puntos de intersección son: 


a) 2, =1, ta=2; 
by) 2,1, r2¿==0,9; 
c) xi=1, m=1+A. 


¿Hacia qué límite tiende el coeficiente angular de la secante 
en el último caso, si h-— 0? 

347. ¿Cuál es la velocidad media de variación de la función 
y=2x* en el segmento 1<¿r<4? 

348. La ley del movimiento de un punto es s=2(24+ 31 +5, 
donde la distancia s se da en centímetros y el tiempo £, en segun- 
dos. ¿A qué será igual la velocidad media de esle punto durante 
al intervalo de tiempo comprendido entre t=4 y ¿=5? 

349. Hallar la pondiente media de la curva y=2* en el seg- 
mento 1 <x< 0. 

350. Fallar la pendiente media de la curva y=f(x1) on el seg- 
mento [z, =4-Az). 

301. ¿Qué se entiende por pendiente de la curva y=f(x) en un 
punto dado zx? 

352. Definir: a) la volocidad media de rotación; b) la velocidad 
instantánea de rolación, 

353. Un cuerpo calentado € introducido en un medio cuya 
temperatura sea menor, se enfría. ¿Qué dehe entenderse por: a) ve- 
locidad media de enfriamiento; b) velocidad de enfriamiento en un 
momento dado? 

354. ¿Qué debe entenderse por velocidad de reacción de una 
substancia en una reacción quimica? 

335. Sea m=f(x) la masa de una barra heterogénea en el 
segmento [0, x]. ¿Qué debo entenderse por: a) densidad lineal media 
de la barra en el segmento [x, + Az]; hb) densidad lineal de la 
barra en el punto z? 
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356. Hallar la razón Se, para la función y=—, en el punto 


r=2, si: a) Ar=1; b) Ar=0,1; c) Az=0,01. ¿A qué será igual 
la derivada y” cuando z= 2? 
357**, Hallar la derivada de la función y=tgx. 


358. Hallar y' = lim a para las funciones: 
Ax>0 47 


a) y=4%; o) y=V 2; 
b) y=-=>; d) y =ctg x. 


359. Calcular f' (8), si Ha) =V z. 
360. Hallar F'(0), $ (1) y 7 (2), si fa) =x(2—1)* (1—2). 


361. ¿En qué puntos la derivada de la función f(x)=x?* coin- 
cide numéricamente con el valor de la propia función, es decir, 
x)=f (2) 

362. La Jey del movimiento de un punto es s=051*%, donde la 
distancia s viene dada en metros y el tiempo £, en segundos. Ha- 
llar la velocidad del movimiento en el instante t=3. 

363. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva 
y =0,1x%, trazada en el punto cuya abscisa es r=2. 

364. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva 
y=senz en el punto (11; 0). 


865. Hallar el valor de la dorivada de la función f(=)=-= 


en el punto T= 27 (Xp 5€ 0). 
366*. ¿A qué son iguales los coeficientes angulares de las tan- 


4 . »o 4 
gentes a las curvas y=— € y=x*, en el punto de su intersección? 
L 


Hallar el ángulo entre estas tangentos. 
367**, Demostrar que las siguientes funciones no tienen deri- 
vadas finitas en los puntos que se indican: 


a) y=y zi en el punto =0; 


b) y=Yz—1 en el punto z=1; 


2k+1 
2 


ec) y=|cosx| en los puntos x= m(k=0, +1, +2, ...). 


2, Derlvación por medio de tablas 


1”, Reglas principales para hallar la derivada. Si c 
es una conslante y u=mq (1) y v=wp(x) son funciones derivables, se tíone: 


1) (c) 0; 3) (uo) =u' +»; 
2 (1 =1; 4) (ou) =cu*: 


46 Diferenciación de funciones 
a in da eN uy _ uo—vu A 
d) (60) =u vou; 6) (+) A” (1 0); 
Z o y cu' 
1) (E) a — Y (v == 0). 


2. Tablu de las dorivadas de las funciones princi- 
palos 


(27) mnervl, X11. (e%) mu e*. 
¡trae es eS); XL (Ina =L (2 >0). 
2 Yz z ; 
— ni 
ll. (sen x) =00s 7. X1VY. (logs 2) UR 
(x >0, e >0). 
IVY. (cos 2)' = —Sen 2. KV. (sh 2 =ch z. 
v. (gm XVI. (ch) =3h x. 
vI (cg =— az ó xviIl. (th E) Ay á 
PAE Dt 
VI. (arcsen 2)” = Vi=2 XVITI. (cth 2 = a * 
(|=1<4). 
1 1 
VII. (arecos 2)' e: — —_—— XIX. (Arsh Ci e dE 
( ) Vin ( z) ViF: 
(=/<4). ' 
IE. (arctg 1) “im ] XX. (Arch 2) “a 
: y a l> 
X. (arcctg zx) A XXI. (Arth 2) =1A 
¡L=l< 1). 
XI. (ar) =a% In a. XXI. (Arcth a NA 
(|z1> 0. 


3". Regla para derivar las funciones compuestas. 


Si y=](u) y u=Qq(z2), es decir, y=f[q (2)], donde las funciones y y «e 
tienen derivada, so tiono 


Yo =Y ¿U (1) 
o «n otras notaciones 
dy _ dy du 
de du dz" 
Esta regla puedo aplicarse a cadenas de cualquier número finito de funciones 
derivablos. 
Ejomplo 1, Hallar la derivada do la función 


y = (12 —2x 4-3), 


Solución. Haciendo y==u5, donde u=x2*2-—27x-41-3, de acuerdo con 
ln fórmula (1) tendremos: : 


y =(ub),, (1222 4-3), = 541 (222) 10 (2 —1) (12—21p 3J 
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Ejemplo 2. Hallar la derivada de la función 
y =seni ár. 


Solución. Faciendo 


hallamos 


368. y=x*—41*+ 2x3. 
369. y=—+2+20,5r. 
370. y=ax*+bx+c. 

31. y=—*., 

372. y=at "e pint”, 

_ aróld 

373, E ñ 

374, y==>+1n2 


390. 
391. 


392. 


393. 


394. 
300. 


y ==u%,; 


 = $00 D; 


v=4rY, 


y' =3u2.co0s v:4=12 sen? 4z cos 4z. 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones (en los N% 368—408, 
no se emplea la regla do derivación de funciones compuestas): 


A. Funciones algebraicas 


375. y=328 207407. 
376%. y=x Vx. 

377. y= y 7 
378. y= cts E 

379. y= EG 
380. tE 
381. y= E 


B. Funciones trigonométricas y circulares inversas 


y =5senz--3c0sz. 

y = tg x—Ctg zx. 
_ Sen TA cos: 
— sen T—G0s x * 

y=21i sen i—(1*— 


2)cost. 389. y 


386. y — arctg +4 arcetg z. 
387. y +xctg zx. 
388. y =xaresen z. 


(+22) arctg x— zx 
A 


C. Funciones exponenciales y logaritmicas 


y=2x:e”, 
y =(2—1) e?. 
e 
== 
, 35 
YA 
f(x) =e*cosx. 


y = (1? —2x+ 2) e”. 


396. y =e* aresen z. 


397, y= É 


ln zx” 

398. PA 
399. y==+2In2— 22. 
400. y=Inzxlgr—Inalog, x 
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D. Funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas 


401. y=zuxwsh zx. 405. y =arctg r— Arth z. 
402. y= — 406. y =arcsen z Arsh x. 
403. y=thr—x. 407. y= 2:32. 

404. yz. 408. y HB 


E. Funciones compuestas 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones (en los N” 
409 —466, es necesario aplicar la regla para derivar funciones 
compuostas de un argumento intermedio): 

409**, y=(1 4- 3x— 52?)90, 

Solución. Designemos 1+3x—512=u; entonces y=u%, Tendremos: 

y =30u4%, u, =3—10x; 
y”, =304%0.(3— 4102) 30 (1 + 3z—52%)2P.(3—4102). 
_ far+by* 

410. y= (>) 

411. f(y) =(24a+ 3by)?. 

412. y=(34+ 213, 


3 1 O 
18: VAN TAE 


414. y=V1—.z?. 
415. y=V a bx. 
416. y=(aVs — ata)", 
417. y =(3— ¿sen x)?. 


Solución. y'==5(3—2 sen 2)*-(3— 2 son 2)'==5 (3 — 2 sen £)+(—2Cc03 1) 
= —10 cos x (3 —2 sen :x)?. 


418. y=tg x —+ talz+- tg Z. 


419. y=V ctg zx — V ctg a. 
420. y=2"J5cos8” zx. 
421%. z=cosec? £ + sec? £. 


e 1 
422. Tm = TE U=3 cos Dm . 
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3tosóxr  cosz"' 


. / 380n —2Cc03 x 
424. y= y _KÉXA 
a 1 
425. y=y sentí +37 . 
426. y=Y 1 + arcsen z. 
427. y=V o x — (arcsen z)?. 
428. y= Suez y 
429. y=Vi*tz. 
430. y=V 2 —2+1+Ixz. 
431. y =sen 3 + cos + teV z. 


Solución. y'=c08 32-(32) sen (E) + a Pre ET ——_—— (Y 1)'=3 005 3x — 
4 Z 1 

MAA Vi 

432. y =sen(2* —52+4)+tg=. 

433. f (1) =C0s (az + P). 

434. f (t) = sen t sen (t + q). 

435. j= Í +c0s 27 


— 4—cos2xr * 
436. f(1)=actg=. 
437. y= — Es 35 00s (9x3) —< cos q?. 
438. y =arcsen 21. 
Solución A === po 

2 YA Yi=4x%' 

439. y =arcsen Z / 446, f (1) =¿sen2". 
440. f(x) =arccos Y z. 447. y =arecose*. 
444. y=arctg—. 248. y=1n (22 +7). 
442. y E 449. y=1g sen z. 
443. y= pe, 450. y =1n (1—a?). 
ANA U==x 451. y=1n*x—1n(1n2). 


445. y= 2410 
4 1016 
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432. y =1n (e* 4- 5 sen z — 4 arcsen 2). 
453. y =arctg (In 2) + 1n (arctg x). 
454. y=VInx+1+1In(Y +1). 


455*+, y =sen? Dx cos? + = + 

11 E 
0. Y — DE 
| 15 10 1 
A ETE TEE E 
E x8 
458. A 
459. ASE 

y 
460. Y= VA VETA 
46 E 
EVA 
462. y= E E E SEA 
463. y=3 VU AED 

” 41/21 

464. Yy=3 Pl 
465. y=x*(a— 2a?)?, 

yg y a 

4 

467. y =x am n= CT m7 — 2(1+29 
468. y=(a+ 0 V a—z. 
469. y=V (2 +) (14 b) (24 0). 


E. Funciones diversas 


.2=V y+V y. 
O =Qi+1) (3142) Y 3142. 
1 


Mir 


y=In(Y1+e*-4)-—In(V1+e*+41). 


h. y=;008* z (30os* — 5). 


475. 
476. 
477. 


478. 
479. 


480. 
481. 


482. 
483. 
484. 
485. 


486. 
487. 


488. 


489. 
490. 
491. 
492. 


493. 
494. 


495. 


496. 
497, 
498. 


Derivación por medio de tablas 


_ (tg? z—1) (tgt z+10 tg2 2 +1) 
y=> 3 taz " 
y= tg óx. 

1 2 
y =-y sen (15. 
y = sen? (£3). 
y =3sen xcos? 1 +sen? x. 


y=>3 tg tez ds 


COS z 44 
Yy> 3 sen3 ¿73 “tg Nós 


y=V asentz+ f cos? z. 
y = arcsen 2* -- arccos z?. 


1 da 
y =-3 (arcsen 2)%arccos z. 


q — 
y = arcsen — 
y =arcsen —=— - 
Vi¿a 
y = arccos z 
— Yi=a 
1 b 
y =—ñaresen]|r Y —)]. 
vb y 


= V ai yi e 
y =V a?— 2? + a arcsen e 
= 4 V q! 2 2 pe 
y =xY al— 24 a areson— . 
y =arcsen (1 — 2) + Y 2x— 2%, 
4 O E 
y = (7 —3) arcsen Y 243 Y 22. 


y = In (arcsen 52). 
y =arcson (tn x). 


=arctp Sena 
y=> 67 — 2 COga * 

; 5u+ 
y = 3 artg ——q— - 


y = 3b* arcte V ———(3b + 22) Y ba —a?, 


b—zx 


y= —V 2 arcctg E —I. 
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499. y = y e”. 
300. y =esenx, 
901. F (1) =(2ma"”* + by?, 
502. F (1) = e*t cos Bt. 
a so — ye 
503. y=* o e 
504. y=0* (3 sen Jz— cos 32). 
905. y=x2*4-", 
506. y=V cosa Ycosz, 
ctgW 
507. y=3 
308. y=1n AN 
509. y=1n(2+ Y a? + 22). 
510. y=x—2Y 2+2 In (1 + Y 2). 
511. y=In(a+x4 Y Zaz+2?). 
4 
512. Y=1027 . 
513, y=1m008s 3. 
a (2—2)5 
514*, y=1n 7 : 
515. IS 
916. y= — Nr == +1n tg 2. 
517. y=x3 Y Er (24 Y 1?—a2). 
518. y=1n In (3— 22”). 
919. y=51n? (az +b). 
WA 
520. y= E mr ar 
521. y == In (a) 4-57 1073 
L 
522. y=x-sen (Inz—<) 
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4 008z 


4 
523. y=>5]Int8 7—>3="87 
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524. (1) =V IF 1 la EEE 
24d, a 21 
525. i=3 MET . 
526. y = 248% 1 4 — arecos 31)?. 
a A sendas 
da +3 3 cosidbx * 
928. OE bd 
V3 ig +24 V3 
929. y =arctg ln z. 
330. y=1In Arcsen 1 4 3 L1n? x + aresen in z. 
531. y =arctg in. 
_ ya z 1 z—/1 
932. y =-7 arobg ato mstT á 
333, y=InÍtUmz 72 arcig Y sen z. 
1— Y sen 
534. 1 y=% 5 1n a +7 arctg 2. 
“A 
333. 


536. 
537. 


338. 


939, 
540. y 


J4l, 


D42. 1 
DAS. 
44. 


545. 


HO=>3 Ln (1 +2)-+In (i—x+1)+ yaa 


Fx) === In Vi—2 — 2. 
— Y 


Vi 
y=sh*2x, 
y =e** ch fx. 
y =th? 2x. 
= 1n sh Se 
y= Arsh — =. 
y = Arch y 47 


y = Arth (tg 2). 
y = Arcth a x). 


y= Arth a - 


1 
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Í 4 
946. y=>3 (1? —1)Arthz + 72. 


$47. y=($0+23) Arsh—Z2/TPA, 
548. Hallar y, sl: 
a) y=|=) 
b) y=x]|x]. 
Construir la gráfica de las funciones y e y”. 
949. Hallar y”, si 
y=1In|x]| (10). 
550. Hallar f(x), si 
1Í—zí cuando z<0, 
Ho=| a 
e cuando z>0. 
$31. Calcular f' (0), si 
f (1) =e"*cos 3x, 
Solución. f' (1) =e* (—3 sen 31) —e-* cos Jz; 
P" (0) ==e0 (—3 sen 0) —e0 cos0= —Í. 


502. f (1)= In (1 + 2) + aresen > . Hallar f' (1). 


TL dy 
503. y=t9 E. Hallar (2). _, ; 
594. Hallar /, (0) y 7 (0) para las funciones: 
a) f (2) = Y son a 


b) f(x) =arcsen =—3 


«—$) e. 


+ = 


e) f()=—, 2%0; (0) = 
14 e% 
d) f(x) =2%sen—, 270; f(0)=0; 


e) f()==sen—, z=0; f(0)=0. 
555. Dada la función f(x) =e"*, hallar / (0) +=f' (0). 
556. Dada la función f(x) =V 1+2z, hallar f (3) + (2—3) F (8). 


557. Dadas las funciones f(x=tgx y q(x)=1n(1—2), 


1' (0) 
hallar > O 
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98. Dadas las funciones f(r)=1—zx y p (2) =1 —sen <F ; 
hallar OS : 

3559, Demostrar que la derivada de una Íunción par es una 
función impar y la de una función impar, es par. 

560. Demostrar que la derivada de una función periódica es 
uña función también periódica. 

361. Demostrar que la función y =xe * satisface a la ecuación 
zy =(1—x) y. 


x2 
53562. Demostrar que la función y=zxe * satisface a la ecuación 
ay =(1—2%) y. 


963. Demostrar que la función y=> 


4 ; 
Abetlaz gatislace a la 


ecuación xy =y(y ln z —1). 


F, Derivada logaritmica 


Se llama derivada logarítmica de una función y=f(z), a la dorivada del 
logaritmo de dicha función, es decir, 


Y fa) 


La logaritmación previa de las funciones facilita en algunos casos el 
cálculo de sus derivadas. 


Ejemplo. Hallar la derivada de la función exponencial compuesta 
y=u", 
donde 4 =0Q (2) y v=wp (z). 
Solución. Tomando logaritmos, tendremos: 
In y =0 1n u. 
Derivando los dos miembros de csla igualdad con respecto a z 
(In y =v0" InuH»v (Un uy”, 


0 
Eos 1 
E =p? lnuq ou”, 
de donde 
y=y (e inu4 a), 
o sea, 


y! =u" (» la Up — u) ' 


9564. Hallar y”, si 


ay iu 
y=y x* 172 sen? x cos? rr. 


56 Diferenciación de funciones 


Solución. la y=>+laz+ In (12) In (1-+22)+3 In sen +2 1n cos 2; 


Lua 2 1 — 1.) 27 1 2 Sen x 
A a TR 
de donde 
P 2 | 2 


365. Flallar y', si y =(sen x)*, 
Solución. Iny=z ln sen z; —y =In sen z+2 tg; 
y? = (sen x)% (In sen z-+zCtg 2). 


Hallar y, tomando previamente logaritmos para la función 


y=1 (a): 


566. y =(2+1)(22+ 1) (32+1). 574. y=Y 1. 
67. 575. y=2V2 


IEA 
568. y=Y ZE. 576. y=x*". 


837 
569. u==V 7 577. y=z0nz, 
(zx —2)9 


0 senx 
970. y= a * 578. y =(cos 2)” ”. 


_ Vzi—1 NN 1 x 
571. EVE 579. y=(1++5) 
572, y=2"*, 580. y = (arctg z)”. 


573. y=x", 


$ 3. Derivadas de funciones que no estan dadas explicitamente 


4Dorivada de la función inversa. Si la derivada 
de la función y =f(x) esjy, +0, la derivada de la función inversa 


x= f-Xy) será 


O Sta, 
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Ejemplo 1. Hallar la derivada Ty, 9 
y=z+!nz, 


Solución. Tenemos yt por consiguiente, 


Pas E 
Y pi? 
2”. Derivadas de funciones dadas en forma paramé- 


trica. Si la dependencia entre la fención y y el argumento z viene dada 
por medio del parámetro t 


L 


o 
y =p (2), 
se tiene, 
,_ Y 
E T, 
o con otras notaciones, 
MY 
dy de 
dz dx * 
de 
; dy Ñ 
Ejemplo 2. Hallar ——, si 
dz 
[ z=a4C03t, 
y =a4 38n t. 
da dí dy > 
Solución. Hallamos == —4sent y 7=0C08t, De aquí quo, 
dy a cost 
di  —asent 0? 


3%. Derivada de la función implícita. Si la dependencia 
entre z e y viene dada de forma implícita 
F (z, y) =0; (1) 


para hallar la derivada y =y”, en los casos más simples, bastará: 1) calcular 
la derivada con respecto a z del primer miembro de la ecuación (1), consi- 


derando y función de z: 2) igualar esta derivada a cero, es decir, suponer que 
d 
ri (zx, y) =0, (2) 


y 3) resolver la ecuación obtenida con respecto a y”. 
Ejemplo 3. Hallar la derivada y/,, si 


204 y 3azy =0. (3) 


Solución. Calculando la derivada del primer miembro de la igual- 
dad (3) e igualándola a cero, tendremos: 


3124 3y2y' —3a (y+xy")=0, 
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de donde 


,  ri—ay 
YT 


981. Hallar la derivada z,, si 
a) y=314 2%; 

h) y =2— -y Sen £; 

c) y =0,1x + e*/2, 


Calcular la derivada y == do las funciones y siguientes, 
dadas en forma paramétrica: 
582. ile 
y =t3,. 
[+ 
441? 
583. a 
lu= (7%) 
(x= 206 
E 1412? 
584. y _ a (1-2? 
W==72 
As 3nt 
140? 
585. a 
Y = FR 
E lz=V t, 
586. | 9/7 
Ly =V £ 
r=V12+1, 
387. | 
(AAA 
588 am a 
y = a (sen ¿ —t£co0s £). 
= 24 
589, [| ?=2c08S", 
e 


¡z=acos*l, 
ly =bsen3z, 
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( cos! ¿ 
po Y coy 28 
cos 
391. 4 eS ta 
Y cos 2t 
le =arecos == 
592. | pe 
s j ; 
= arcsen 
e V1+:12 
593 x=e, 
yen 
( ==a (Intg-+cos¿—sen1) ] 


YA. 
y = a (sen li 4-C08 1). 


dy A 
395. Calcular Ge PMA RG, Si 


| -= a (t—sen £), 
y =4 (1 —cos £). 


<T 
sea — 
o Vs BA a E (2) PEE 
de  a(i—cost) 1 —-Cos É de xt 5d 
i= — 4 —C08 = 
2 2 
p x=ilnt, 
596. Hallar o para 1=141, si In + 
Yu y SA 
597. Hallar Y A [T= 008%, 
+ Hallar — para ES E Si dela 
598. Demostrar que la función y, dada por las ecuaciones 
paramétricas 
2= 2-43, 
y=2-+42, 


satisface a la ecuación 


cd EU 


599. Para z=2 se cumple la igualdad 
Li = LL: 
¿Se deduco de ésto que 
(1?) = (25) 
para == 2? 
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600. Sea y = Y a?—z?, ¿Se puede derivar miembro a miembro 
la igualdad 


y? + y? = q? 


Hallar la derivada y == de las siguientes funciones implí- 


a 
Citas y: 


601. 2x2 --5y +10 =0. 612. arctg (1 +y)=. 

3 2 PEN 
602. GF +4 =1. 613. e did 
603. 134 y =g?. 614. Inz4+e *=c. 
604, Uan. 615. Iny+7=0. 
605. VirVy=V a. y 1 
606. PEL YY a. A Y 

T—yYy pr O ÓN Y. 
607. == 617. V 1? + y? = e arctg > 
608. y—0,3seny=xz. 618. x" =y?. 
609. acos? (x 3- y) =b. 619. Hallar y” en el punto 
610. tgy=xp. M (1,1), si 
2y =1 + xy. 


611. ay +arctg — , 


Solución. Derivando, tenemos: 2y'=y3+3xy?%y'. THaciendo z=1 e 
y =1, obtonemos 2y' =1 4+-3y”, de donde y' = —1. 


620. Hallar las derivadas y” de las funciones y, que se dan a conti- 
nuación, en las puntos que se indican: 

a) (1+ y)? =27 (2—y) cuando r=2 e y=1l; 

b) ye! =e**1 cuando =0 e y=1; 


c) y =x-+In 2 cuando x=4d e y=1. 


$ 4. Aplicaciones geométricas y mecánicas de la derlvada 


1?, Ecuaciones de la tangente y de la normal. De la inter- 
pretación geométrica de la derivada se deduce, que la ecuación de la tangente 
a la curva y==f (1) o F (z, y)=0 en el punto M (zo, Yo) es: 


y — Yo == Yo (2 — zo), 


dondo y, es el valor de Ja derivada y” en el punto M (<p, Yo). La recta, 
erpondicular a la tangento, que pasa por el punto de contacto de ésta com 
a curva, recibe el nombre de normal a dicha curva. Para la normal tendre- 
mos la siguiente ecuación: 


x — Zo + Ya (Y —Yo) =0. 
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2%, Angulo entre curvas. Por ángulo formado por Jas curvas 
y == f, (2) 


y = fo (2) 


on 8u punto común Mo (<o, Yo) (fig. 12) se ontiende el ángulo y que forman 
untre Si las tangentos a estas curvas M¿yA y MoB en el punto Mo. 
Por la conocida fórmula de Geometría Analítica obtenemos: 


fa (20) —f1 (To) 
14 $1 (20) 13 (Zo) 

3”. Segmentos, relacionados con Ja tangente y la nor- 
mal, parael caso de un sistema de coordenadas roctan- 


gulares. La tangente y la normal determinan los cuatro segmentos 
Siguientes (fig. 13): 


o 


tg o = 


t==TM, llamado segmento tangente, 
Si¿=TXK, subtangente, 
n=NM, segmento normal, 
Sn =XKN, subnormal. 
Como KM=|yol y te p= yo, se tiene 


t=TM= 


E 
n=NM=| yo Vi+H(Y07 |: 
5 =7K=| ma 


: Sn=]Yovol. 


4%. Segmentos, ralacionados con la tangento y la 
anormal, para el caso do un sistema do coordonadas po- 
lares. Si la curva viene dada en coordenadas polares por la ecuación 


Fig. 12 Fig. 13 


ro f(p), el ángulo u, formado por la tangente MT y el radio polar r=0M 
(fig. 22, se determina por la E óemula ipuiente: ¿ d 


dy P 
guar == - 
La tangente MT y la normal M/V en el punto M, unta con el radio polar 
del púnto de contacto y la perpendicular a dicho radio trazada por el 
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polo O, determinan los cuatro segmentos siguientes (véase la fig. 14): 
t=MYT, segmento de la tangente polar, 
n=MN, segmento de la normal polar, 

S¿=0OT, subtangente polar, 
Sn == ON, subnormal polar, 
Estos segmentos se expresan con Jas siguientes fórmulas: 
¡=MP= VAR y PA 
| [7 | 
n=MN =V r?+ (132; Sa=0N =Ir |. 
6021. ¿Qué ángulos q forman con el eje OX las tangentes a la 


curva y=zx—a?* en los puntos cuyas abscisas son: a) x==0; 
hb) z=1/2: c)r=1? 


Solución. Tenemos y'=1—2r. Do donde: a) tgp=1, q=45"; 
b) tg rp=0, p=0"; e) tg p= —1; p=135* (fig. 15). 


135" 


1 
2 
Fig. 14 Fi 


g. 15 


622. ¿Qué ángulos forman con ol eje de abscisas, al cortarse 
con éste on el origen de coordenadas, las sinusoides y=senzxw 
e y=sen 2x7? 

623. ¿Qué ángulo forma con el eje de abscisas, al cortarse 
con éste en el origen de coordenadas, la tangentoido y =tg x? 

624. ¿Qué ángulo forma la curva y=e%%%* con la recta x=2 
al cortarse con ella? 

625. Hallar los puntos en que las tangentes a la curva y= 
= 321448 —121? +20 sean paralelas al eje de abscisas. 

626. ¿En qué punto la tangente a la parábola 


y=x9—T+3 


es paralela a la recta 524 y—3=0? 
627. Hallar la ecuación de la parábola y =x?*+bzx+c, que es 
tangente a la recta r==y en el punto (1; 1). 
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628. Determinar el cocficiente angular de la tangente a la 
curva 134 y8—zy—7=0 en el punto (1; 2). 
629. ¿En qué punto de la curva y?=2148 la tangente es per- 
pendicular a Ja recta 4x—3y+2=0? 
630, Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la parábola 
y=V 0 


en el punto cuya abscisa 0 z=4. 


1 
Solución. Tenemos == de aquí que, el coeficiente ungular 
LE 
1 
de la tangente será k=[Y l.=4 ="g" - Como el punto de contacto liene las 


1 
coordenadas 3==4 e y=2, la ecuación de la tangente es y —2="=7 (x—4), 


o bien, z—4y+4=0. 
En virtud de la condición de perpendicularidad, el coeficiente angular 
de la normal es; 
ki = ds, 
de donde la ecuación de la normal es 
y—2=-—4(r—4), o bien, 47 + y—18=0, 


631. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la 
curva y=x%+21?—4x2-3 en el punto (—2; 3). 
632. Hallar las ecnaciones de la tangente y de la normal a la 


curva 
y=Vx—1 
en el punto (1; 0). 


633. Hallar las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a las siguientes curvas en los puntos que se indican: 
a) y=tg2x en el origen de coordenadas; 


b) y =arc sen a en el punto de intersección con el ojo OX; 


c) y =arccos3x en el punto de intersección con el eje OY; 

d) y=1inx on el punto de intersección con el eje OX; 

e) y=e!1-** en Jos puntos de intersección con la recla y= 1. 

634. Escribir las ecuaciones de la tangento y de la normal a 
la curva 


E y 


3 1 
| =p 
en el punto (24; 2). 
635. Escribir la ccuación de la tangente a la curva 
c=itcost, y =i£sent 


en el origen de coordenadas y en el punto ¿= 
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636. Escribir las ecuaciones de la tangente y de Ja normal a 
la curva 2? y?42x—6=0 en el punto cuya ordenada es y=3. 

637. Escribir la ecuación de la tangente a la curva a5+y5— 
—2xy =0 en el punto (1; 1). 

638. Escribir las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a la curva y =(x—1)(x—2)(x—3) on sus puntos de intersección 
con el eje de abscisas. , 

639. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva y! =4x*--6xy en el punto (1; 2). 

640*. Demostrar que el segmento de tangente a la hipérbola 
xy =a*, comprendido entre los ejes de coordenadas, está dividido en 
dos partes iguales por el punto de contacto. 

641. Demostrar que cn la astroide x?/a + y*/3 —a?/s el segmento 
tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene magni- 
tud constante e igual a a. 

642. Demostrar que las normales a la envolvente de la circun- 
ferencia 


z=a (cost +£sent), y=a (sen t —icos1) 


son tangentos a la circunferencia x*+ y? =a?. 
643. Hallar el ángulo de intersección de las parábolas 


y=(1—2 e y= —446r—x*. 


644. ¿Qué ángulo forman entre sí las parábolas y=x*? e y=x? 
al cortarse? 

645. Demostrar que las curvas y=42*+2r—88y=x*%x+10 
san tangentes entre sí en el punto (3; 34). ¿Ocurrirá lo mismo en 
el punto (—2; 4)? 

646. Demostrar que las hipérbolas 

zy=a? y 22—yi=b? 
se cortan entre sí formando un ángulo recto. 

647. Se da da parábola y?=4zx. Calcular la longitud de los 
segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal en el punto 
1; 2). 

y 648. Hallar la longitud del segmento subtangente de la curva 
y=2* en cualquier punto de la misma. 

649. Demostrar que la longitud del segmento normal a cual- 
quier punto de la hipérbola equilátera x?—y?=a? es igual al radio 
polar de dicho punto. 

650. Demostrar que la longitud del segmento subnormal de la 
hipérbola x?—y?=a*?, en un punto cualquiera de la misma, es 
igual a la abscisa do dicho punto. 

651. Demostrar que los segmentos subtangentes de la elipse 


2 
+ G=1 y de la circunferencia 2?+y*?=a?, en los puntos de 
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abscisas iguales, son iguales entre sí. ¿Qué procedimiento de cons- 
trucción de la tangente a la elipse se desprende de lo antedicho? 

652. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, 
subtangente y subnormal a la cicloide 


x =a4 (t —sen £) 
y =4 (1 —cos £) 
en un punto cualquiera 1= fo. 
653. Hallar el ángulo que forman entre sí la tangente a la 
espiral logarítmica 
r =aewb 
y el radio polar del punto de contacto. 
654. Hallar el ángulo entre la tangente y el radio polar del 
punto de contacto para la lemniscata r? =a* cos 2q. 
655. Hallar las longitudes de Jos segmentos polares: tangente, 
normal, subtangente y subnormal y el ángulo que forman entre 


sí la tangente y el radio polar del punto de contacto para la espi- 
ral de Arquímedes 


r=aQ 
en el punto de ángulo polar p =21. 
656. Hallar las longitudes de los segmentos polares: subtan- 


gente, subnormal, tangente y normal, y el ángulo que forman 
entre sí la tangente y el radio polar para la espiral hiperbólica 


r== en un punto arbitrario Y =Po; 7 =Po- 
657. La ley del movimiento de un punto sobre el eje OX es 
2 = 3 — E. 
Hallar la velocidad del movimiento de dicho punto para los instan- 
tes to=0; t,=1 y t¿=2 (z se da en centímetros; £, en segundos). 
658. Por el eje OX so mueven dos puntos que tienen respecti- 
vamente las leyes de movimiento 
x= 4100 + 5£ 
y 


=>, 


donde ¿>0. ¿Con qué velocidad se alejarán estos puntos, el uno 
del otro, en el momento de su encuentro («+ se da en centímetros; 
£, en segundos)? 

639. Los extremos de un segmento ÁB=53 m. se deslizan por 
las rectas perpendiculares entre sí OX y OY (fig. 16). La veloci- 
dad de desplazamiento del extremo Á es igual a 2 m/seg. ¿Cual 
será la velocidad de desplazamiento del extremo ZP en el instante 


5-.1016 
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en que el extremo A se encuentre a una distancia OA=3 -m. del 
origen de coordenadas? 

660. La ley del movimiento de un punto material, lanzado en 
el plano vertical XOY (fig. 17), formando un ángulo «a respecto 
al horizonte, con una velocidad inicial v,, viene dada por las fór- 
mulas (sin tomar en consideración la resistencia del aire) 

2 

T = VgÍ COSA, y = vgtsena— LE, 

donde t es el tiempo y g la aceleración de la fuerza de gravedad. 
HaJlar la trayectoria del movimiento y su alcance. Determinar 


Fig. 16 Fig 17 


también la magnitud de la velocidad del movimiento y su direc- 
ción. e 

661. Un punto se mueve sobre la hipérbola y = — de tal modo, 
que su abscisa x aumenta uniformementé con la velocidad de una 
unidad por segundo. ¿Con qué velocidad variará su ordenada, cuando 
el punto pase por la posición (0; 2)? 

662. ¿In qué punto de la parábola y*=18x la ordenada crece 
dos veces más de prisa que Ja abscisa? 

663. Uno de los lados de un rectángulo tiene una magnitud 
constante a =10 cm, mientras que el otro, b, es variable y aumenta 
a la velocidad constante de 4 cmf/seg. ¿A qué velocidad crecerán 
la diagonal del rectángulo y su área en el instante en que b= 30 cm? 

664. El radio de una esfera crece uniformemente con ana velo- 
cidad de 5 cm/seg. ¿A qué velocidad crecerán ol úroa de la supcr- 
ficie de dicha esfera y el volumen de la misma, cuando el radio 


sea igual a 50 cm? 
665. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquímedes 


= aq 
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(a =10 cm) de modo que la velocidad angular de rotación de su 
radio polar es constante e igual a 6” por segundo. Determinar la 
velocidad con que se alarga dicho radio polar r en el instante en 
que r=25 cm. 

666. Una barra heterogénca AB tiene 12 cm. de longitud. La 
masa de la parte de AM de la misma crece proporcionalmente al 
cuadrado de la distancia de] punto móvil M respecto al extremo 4 
y es igual a 10 g cuando AM=2 cm. Hallar la masa de toda 
la barra AB y la densidad lineal en cualquier punto M de la 
misma. ¿A qué es igual la densidad lineal de la barra en los 
puntos A y B? 


$ 5. Derivadas de ordenes superlores 


19. Definición de las derivadas de órdenes superio- 
res. Derivada de segundo orden o derivada segunda de una función y=](2) 
se llama a la derivada de su derivada, es decir, u 


y” =, yy. 
La dorivada segunda se designa así: 


a. Ey ; 
y 0 du? y Vf (2). 


E d2 
Si z=f(t) es la ley del movimiento rectilíneo de un punto, E es la uce- 


teración de dicho movimiento. 
En general, la derivada de orden enésimo de la función y=j(x2) os la 
derivada do la derivada de orden (r—4). La derivada enésima se designa así: 


ya, o 


y 
dan” o [Mm (2). 


Ejomplo 1. lHailar la derivada de sogundo orden de la fuución 


y = In (1—-). 
A O Ay 1 
Solución y=3= 35 = (7) = 37 


_ 2. Fórmula do Loibniz. Si las funciones u=p (1) y v=wp(x) 
tienen derivadas hasta de ordon enésimo inclusive, para calcular la derivada 
elas del producto de estas funciones puede emplearse la fórmula de 
Leibniz 


(uy) 0%) =u (My L ny M1) y! pa y (M-2) LY a + up, 


3%. Derivadas de órdenes superiores de funciones 
dadas en forma paramétrica. Si 
a 
y=y (1), 
5e 
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sus dorivadas y; = 
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ddy 


dy TON: 
qn * Vx = 7 MN pueden calcularse sucesivamente por 


las fórmulas: 


Ji, WU; 
Y = UE 1 E t 


 Bxxx 2; 


Y; 
U= 37 > Var = Vx , etc, 


Para la derivada do 2” ordon se cumple la fórmula 


P.M L] , 
TY Y 


a 


en 
' Ejemplo 2. Hallar y”, si 
T=A4COSf, 
ros 
Solución. Tenemos: 
(5 sen £), b-cos t b 
Sa asno ae? 
| 
lat); a sent b 
=D o a 


A. Derivadas de órdenes superiores de funciones explicitas. 


Hallar las derivadas de segundo grado de las funciones siguientes: 


667. 
668. 
669. 


670. 


671. 
672. 
673. 


674. 
675. 


y=x*+ Tri. 
y=ex. 

y= sen? zx. 

y=I y 142. 

y =10 (24 Y a? +22). 
f (1) =(1 + x?) . arctg zx. 


y = (are sen z)?. 
y =ach - 
Demostrar, que la función y = E satisface a la 


ecuación diferencial 1 +y!?= 2yy". 


676. 


> 4 
Demostrar, que la función y == x%e* satisface a la ecua- 


ción diferencial y"—2y' +y =e* 


677. 


Demostrar, que la función y =C,je"*+C3e para cual- 


quier valor de las constantes €, y C)» satisface a la ecuación 


y +3y' + 2y =0. 
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678. Demostrar, que la función y=e?' sendx satisface a la 
ecuación y” —4y' + 29y = O. 
679. Hallar y”, si y == — 5124712, 
680. Hallar f” (3), si f(x) =(2x— 3). 
681. Hallar yY para la función y=1In(1+4- 2). 
682. Hallar yV! para la función ¿ y =sen 22, 
683. Demostrar, que la función y=e”*cosx satisface a la ecua- 
ción diferencial yV! + 4y =0, 
684. Hallar f(0), f' (0)? F"(0) y f”(0), si 
f (x) = e* sen z. 
685. La ecuación del movimiento de un punto sobre el eje OX, es 
x =100+ 5 —0,001 £3. 


Hallar la velocidad y la aceleración de dicho punto para los 
instantes 
to =0; t=1; ty = 10, 
686. Por la circunferencia x2*+4 y? =a? se mueve un punto M 
con una velocidad angular constante w. Hallar la ley del movi- 
miento de su proyección M, sobre el eje OX, si en el momento 


Fig. 18 
¿=UÚ el punto ocupaba la posición My(a, 0) (fig. 18). Hallar la 
velocidad y la aceleración del movimiento del punto M,. 

¿A qué es igual la velocidad y la aceleración del punto M, en 
el momento inicial y en el momento en que pasa por el origen de 
coordenadas? 

¿Cuáles son los valores absolutos máximos de la velocidad 
y de la aceleración del punto .M,? 

687. Hallar la derivada de orden n-ésimo de la función 
y =(azx+b)”, donde n es un número entero. 

688, Hallar las iba? de orden n-ésimo de las funciones: 
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689. Hallar la derivada n-ésima de las funciones: 
a) y =Sen z; 

b) y :=c08 2x; 

c) y=e*, 

d) y =1n (132), 

e) => 

1) q EZ; ? 

g) y =senf x; 

h) y=In(azx+)b). 

690. Empleando la fórmula de Leibniz, hallar y”, si: 
a) y =x-e; 

db) y =1?.e*; 

ce) y=(1—a? cos x; 

dy y==2; 


e) y=% nz. 
691. Hallar (0), si f(2)=1n5 : z 


B. Derivadas de órdenes superiores, de funciones dadas en forma 
eje e de funciones implicitas. 


Halla las funciones siguientes: 
lla t, r=urctg £, r=arcgen l, 
692. 
di a A peta a ol =Y 1-2, 
= t, = 4 (i— DD, 
693. ay 0 a COS z=a (¿ —sen 4 
= a sent, y =4 (1 —cos £); 
b) po z=acost, x= a (sen ¿—icos t), 
= a sen? £; y =a (cos t + £sen £). 
= 08 21, T=arctg!, 
694. a) | A ES L, 
y=sen?t; == 1% 
e, z=ln?f, 
JR Dl 
A SIT 
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a A 
696. Hallar a si | q cos £, 
d y =€e'"sen £. 
= 4 [? 
697. Hallar re para £=0, si | z=1n (14 1) 
y =1?. 


698. Demostrar que y, determinada como función de zx por 


las ecuaciones z=sent e y=ae! V2 + bet V2, satisface a la ccua- 
ción diferencial 


(1— at) EL y SL y 


cualesquiera que sean las constantes a y b. 
d3 a 
Hallar y => para las siguientes funciones: 


699. ad 
y =tg l. 
x=e"“cosf, 
700. 
| y =e sent. 
A 
701. al 
y =8?. 


702. Hallar 


dy  [z=lIn!, 
dan ” dl y = Ajá 
703. Conociendo la función y=f(x), hallar las derivadas z* 


y x” de la función inversa == f”? (y). 
704. Hallar y”, si 1?4+y?=1. 


Solución. Aplicando la regla de dorivación de funciones compuestas 
tenemos 2x+4-2yy"” =0; de donde y! = 7 e 


EN” —z 
y=-(2) PEPA [aa 
x 


y y? 
Poniendo cn lugár de y” su valor, obtendremos en definitiva: 
iu A 
E 


Determinar las derivadas y” de las siguientes funciones y =f (2), 
dadas de forma implícita: 


705. ¿e = 2p1. 
706. Ft t-1. 
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707. y =x+arctg y. 


0, as d3y diz 
708. Dada la ecuación y =z+lny, hallar dE Y ET 


709. Hallar y” en el punto (1; 1), si 
2+5bxy+ y? 224 y—6=0. 
710. Hallar y” en el punto (0; 1), si 
i—y+y=1. 
711. a) La función y está dada implícitamente por la ecuación 
124 2xy + y*—4x14+2y—2=0. 
Hallar e en el punto (1; 1). 


b) Hallar EL, si 214+y2=a2. 


S 6. Diferenciales de primer orden y de ordenes superlores 


19, Diferencial de primer orden. Se llama diferencial (de 
primer orden) de une función y=f (7) a la parte principal do su incremento, 


lineal con respecto al incremento Az=dz de la variable independionte z. 
La diferencial de una función es igual al producto de su derivada por la 
diferoncial de la variable independionto 


dy= y' dz. 
De aquí, que 
Y 
dx” 


Si MN es ol arco de la gráfica de la función y=f(x) (fig. 19), MT la 
tangente en el punto M (z, y) y 


PQ=Az=dz, 
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tendremos que el incremento de la ordenada de la tangonte 
AT =dy 
y el segmento AN =Ay. 


Ejemplo 1. Hallar el incremento y la diferencial de la función 
y=323— 2, 


Solución, 1% procedimiento: 


Ay=3 (24+ 42) —(12-+ Ax) —3224 x 
o bien, 
Ay = (6 —1) Ar+-3 (Az)*. 
Por consiguiente, 


dy = (61 —- 1) Ar= (6x— 1) dz. 
2% procedimiento: 
y =6r—1; dy =y dr=(6r—1) dz. 
Ejemplo 2. Calcular Ay y dy de la función y=3x32—.x, para z=1 
y Az =0,01. 
Solución. Ay=(6x—1).4zx+43 (Ax)2=5-+0,01 + 3.(0,01)3 =0,0503 
y 
dy = (67 — 1) Ar=5-0,01 =0,0500. 
22 Propiodades fundamentales de las diferenciales: 
1) de =0, donde e=constante. 
2) dr=Az, donde x es la variable independiente. 
3) d (cu) =c du. 
4) d (u + 0) = du + dv. 
5) d (un) =u dv u du. 
__ Vdau—u do 


6) 2 (2) 25 040). 


7) df (u) =f" (u) du, , 

3%. Aplicación dela diforencial para los cálculos 
aproximados, Cuando el valor absoluto dei incremento Ax de la varia- 
ble independiente z es pequeño, la diferencial dy de la función y=f (x) 
y el incremento Ay de dicha función son aproximadamento iguales entre st 


Ay *= dy, 
es decir, 
f(14-A2)—] (2) = f' (2) Az, 
de donde 
Fita =f(D+]$ (2) Az. (1) . 
Ejemplo 3. ¿En cuánto aumentará aproximadamente el lado de un 
cuadrado, si su área aumenta de 9 m3 a 9,1 m?2? 


Solución. Si xr es el área del cuadrado e y el lado del mismo, ten- 
dremos que 
y=Vz. 


Por las condiciones del problema: z=39; Az=0,1. 
Calculamos aproximadamente el incremento Ay del lado del cuadrado 


1 


== «0.1 =0 016 m. 
2 Y3 : 


Ay =dy=y"Azx = 
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4%. Diferenciales de órdenessuperiores. Se llama diferen- 
cial de segundo orden au la diferencial de la diferencial de primer orden: 


d8y =d (dy). 
De forma análoga se determinan las diferenciales de tercer orden y de órde- 
nes SUcesivos. 
Si y=f(x) y z es la variable indepondionte, se tiene 
diy =y" (dx), 
dy =y" (dz3), 


dy y 00 (dej”. 
Cuando y=f (u), donde u =p (7), se tiene: 
dy=y" (du. +y' du, 
diy= y” (du)3 4 3y" du-d2u + y' du, 


etc. (En este caso, las apóstrofes designen derivación con respecto a la 
variable u). 


712. Hallar el incremento Ay y la diferencial dy de la función 
y =5x7+x? para z=2 y Azx=0,001. 
713. Sin calcular la derivada, hallar 


dU—a> 


para z=1 y ÁAz= =>. 


714. El área S de un cuadrado, cuyo lado es igual a x, vicne 
dada por la fórmula S =x?. Hallar el incromento y la diferencial 
de esta función y determinar el valor geométrico de esta última. 

715. Dar la interpretación goométrica del incremento y de la 
diferencial de las siguientes funciones: 

a) del área del círculo S =xx?; b) del volumen del cubo v= a?. 

716. Demostrar, que cualquiera que sea x, el incremento de la 
función y=2*, correspondiente al incremento de zx en una magni- 
tud Az, es equivalente a la expresión 2%AzxIn2, cuando Áz—>0. 

717. ¿Para qué valor de x, la diferencial de la función y= x* 
no equivale al incremento de esta misma función cuando Ax — 0? 

718. ¿Tiene diferencial la función y=|x| para x=0? 

719. Empleando la derivada, hallar la diferencial de la función 


y =C0SZ, para 2=>P y Az==3p - 
720. Hallar la diferencial de la función 
2 


y= Vi 


para 1=9 y Azr= —0,01. 
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721. Calcular la diferencial de la función 
y=1tgz 


para 21=-> y ÁAr=-— 0 * 
Hallar e diferenciales de las siguientes funciones, para cual- 


quier valor de la variable independiente y de su incremento: 


722. y=-=. 
723. y= = 


729. r =Ctg y + cosec q. 
730. s=arctg e'. 
731. Hallar dy, si 124 21y —y?= af, 


Solución. Toniendo en cuenta la invariabilidad de la forma de la 
diferencial, tenemos: 
22 d2+2(y d+ 1 dy)—2y dy =0. De donde 
dy = — ay dz. 
t—y 


Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, dadas de 
forma implícita: 


732. (a+ y? (2+y*=1. 
733. y=e ?. 
734. In Y 1?+ y? = arctg — : 


730. Hallar dy en el punto (t; 2), si y? == Ga?. 
736. Hallar el valor aproximado del sen 31”. 


Solución. Tomando z =arc 30=< y ia por la fór- 


mula (1) (véase 3% tendremos que, sen 31? = sen 30% 4- 


n 57 cos 30” = 0,500 + 


40,017 YA 0,545, 
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137. Sustituyendo el incremento de la función por la diferen- 
cial, calcular aproximadamente: 


a) cos 612; d) lg 0,9; 
b) tg 44”; e) arctg 1,05. 
c) e%.2; 


738, ¿En cuánto aumenta, aproximadamente, ol volumen de una 
esfera, sí su radio R=15 cm se alarga en 2 mm? 

739. Doducir la fórmula aproximada (para valores de |Azx|], 
pequeños en comparación con 2) 


a Az 
y con ella, hallar Jos valores aproximados de V5; Vi7; V70 ; 
V 640. 
740. Deducir la fórmula aproximada 


2 $ Áz 
V A 


y hallar los valores aproximados de V10, Y 70, y 200. 
741. Hallar los valores aproximados de las funciones: 


a) y=1—42*4-524-3 para z=1,03; 
b) f()=V1+z para z=0,2; 


3 
o) H)=Y FE para 2=041; 


d) y=e1-* para z=14,053. 

742. Hallar el valor aproximado de tg 45%3'20”. 

743. Hallar aproximadamente arcsen 0,34. 

744. Hallar aproximadamente y 17. 

745. Demostrar, basándose en la fórmula de la ley de Ohm 


J => que una pequeña variación de la intensidad de la corriente, 


debida a una pequeña variación de la resistencia, puede hallarse 
de manera aproximada por la fórmula 


I 
Al = — FAR. 


746. Demostrar, que un error relativo da 41%, cometido al 
determinar la longitud del radio, da lugar a un orror relativo 
aproximado de un 2%, al calcular el área del círculo y la super- 
ficie de la esfera. 

747. Calcular diy, si y =C0s0z, 
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Solución. diy=y" (d12= —25 cos Sx (dx)2. 
748. u=V1—a2?, hallar d?u. 

749. y =arccosz, hallar d?y. 

750. y =senzlnz, hallar a*y. 

75. 2=22, hallar diz. 

752. 2 =x?e-*, hallar diz, 


753. ¿== hallar d%z. 


¿ma? 
754. u=3sen (2245), hallar d*u, 
759. y =€**052 sen (xsena), hallar d”y. 
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1, Teoroma de Rolle. Si una función f (+) os continua en el seg- 
mento a<z=<b, tiene una derivada f' (1) en cada uno de los puntos inte- 
riores de éste y 

f (a) = 1 (b), 


para su variable independiente x, existe por lo menos un valor E, donde 


ae<E<ób es tal, que 
i f' (E) =0. 


2. Teorema de Lagrange. Si una función f(+) es continua en el 
segmento a <z<b y tiene derivada en cada punto interior de éste, se tiene 


By un =(0—a) f' (E), 
dieran (0) —f (a) =(b—a) f' (E) 


3. Teorema de Cauchy. Si dos funciones f (xr) y F (x) son conti- 
nuas en el segmento a <x<bÉ) y tienen en el intervalo a<x<b derivadas 
que no se anulan simultáncamente, siendo F (b) + F (a), se tiene, 


J(0)—f (a) (5) E 
FIFA FUE' donde acdit<b. 


756, Verificar que la función f(1)=x—au? satisface a las condiciones 
del toorema de Rolte en los segmentos —=1<x<0 y 0<zx<1. Hallar los 
valores correspondiertes de E. 


Solución. La función f(x) es continua y derivabie para todos los 
valores de x; además de esto, f(—1)=f(0)=7(1)==0. Por consiguiente, 
ol teorema de Rolle puede aplicarso on los segmentos —1<:2<0y0<z<1. 
Para hallar el número $ formamos la ecuación: 


f' (1) =1—312=0. De donde E,¿=— yz j py - ; 


siendo =1<E1<0,0<E85<1. 
757. La función f(x) =P (2—2)? en los extremos del segmento 
10, 4] toma valores iguales 


f(0)=7 (4) =/4. 
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¿Es válido para esta función el teorema de Rolle en el segmento 
[O, 4p? 
758. ¿So cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la 
función 
j(2)=tgx 
en el segmento [0, 1]? 


759. Sea 
f(x) =x (7 +1) (14 2) (x +- 3). 
Demostrar que la ecuación 
f(x) =0 
tienc tres raíces reales. 
760. La ecuación 


eé=1+x, 


evidentemente, tiene una raíz, z=0. Demostrar que esta ecuación 
no puede tener otra ralz real. 
761. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange para la función 
(2) =x—38 


en el segmento [—2, 3] y hallar el correspondiente valor inter- 
medio de £. 

Solución. La función f(x) =x—a% es continua y derivable para todos 
los valores de x=, y f'(x)==1—3x2. De dondo, por la Iórmula de Lagrange, 
tenemos f(1)—f(—2)=0—6=[1—(—2)]7' (E), es decir, f'(8)=—2. Por 
consiguiente, t—35l2=—2 y É=>1; sirve solamente el valor E=-—1, 
para el que se cumple la desigualdad —2<E<1. 

762. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange y hallar el correspondiente punto intermedio ¿ para la 
función 

Ha) =a% 
en el segmento [—4, 1]. 

763. En el segmonto de la parábola y =x* comprendido entre los 
puntos 4 (1,4) y B(3; 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela 
a la cuerda AB. 

764. Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar la fórmula 


sen (x + A) —sen x= =hcos it, 
donde 2Z¿E<I+R. 

765. a) Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy para las funciones f(x) =x*+42 y F(x)=x"—4, en el 
segmento [1,2] y hallar E; i 

b) ídem para f()=senx y F(x)=cosx, en el segmento 


| 0, = |. 
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8. Formula de Taylor 


Si una función f(x) es continua y tiene derivadas continuas hasta de 
grado (2-1) inclusive, en el segmento a<zr<b (ob<zx<a), y para 
cada punto interior del mismo existe una derivada finita ¿00 (%), en este 
segmento se verifica la desa E ano 


a=to+e-0910+ Era EE ray. 
2) 


cl 
(n— 


EE E 


RAE E 


donde E=a+0 (—4) y UOCZO< 1, 
En el caso particular, cn que e==0 tenemos q de di 


Pix) =f (0) xf' (0) +3rr Mit. Pf A — psa (04H 40 (5), 
donde E=0x, 0<B< 1, 


766. Desarrollar el polinomio f (1) =43— 2x*+4 3145 en poten- 
cias enteras y positivas del binomio x—-2. 
Solución. f' (2) =323—42+3, f (2)=6r—4; f” (2)=06; fM(r)=0 
para rn > 4. De donde: 
(Y=11; 1 (27; f' (2)=8; J” (2)= 


Por consiguiente: 


- Job) e er ES E jon (5), 


E 


o Na E e 3442 -6 


o bien 
32284 3245 = 11 +7 (2— 2) + (2 — 2)2 4 (2— 2), 


767. Desarrollar la función f(x) =e* en potencias del binomio 
zx --1, hasta el término que contenga (x-+1)?. 


Solución. fM(2)=e* para todas las », pm (4. Por consi- 


guiente: 


(y dy ds 
Ala 14) = E a AE E. 


donde ¿= —1i+0(2+1), 0<0< 1. 


768. Desarrollar la función f(x) =1n 2 en potencias de a—1, 
hasta el término con (x—1)*. 

769. Desarrollar la función f(xw)=senxw on potencias de z, 
hasta el término de x3 y hasta el término de 21. 

770. Desarrolar la función f(z)=e* cn potencias de x= hasta 
el término de z*-1, 

771. Demostrar que la diferencia entre sen (a --A) y 


sena +Acosa 


PE | 
no €s mayor de 34. 
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772. Determinar el origen de las fórmulas aproximadas: ' 
a) Vi+zxrz= +0, izil<t, 
b) VÍi+zrz= 12, EE! 


y valorar el error de las mismas. 
773. Valorar el error de la fórmula 


1 4 1 
774. Un hilo pesado, bajo la acción de la gravedad, se comba 


formando la catenaria y=ach=. Demostrar que para valores 


pequeños de |x| la forma que toma el hilo puede representarse 
aproximadamente por la parábola 


2 
y=0+>3> 


775*, Demostrar que cuando |x|< a, con una precisión hasta 


do (EY, se verifica la igualdad aproximada 


x oras, 
el ye , 
A a Z 


$59, Regla de L'Hópltal-Bernoulll para el cafculo 
de Imites Indeterminados 


A 1. Cálculo de límites indoterminados de las formas 
00 
vu 
0<|]z—a|<kh, sin que la dorivada q' (x) se reduzca a cero. 
Si f(x) y q(z) son infinitamente pequeños o infinitamente grandes 


. Sean Jas funciones uniformes f(x) y «q(z) dorivables para 


cuando => a, es decir, si la fracción fu) 


p (x) 


una expresión indeterminada de la forma + o = , tendremos que 


cs 1) 
A 


rcpresenta on el punto z=a 


a condición de que oxista el límite de esta fracción de las derivadas 
(regla de L'Hópital-Bernoulli), Esta regla es aplicable tambión on el caso 
en que e=00. 


Si la fracción Me, vuelve a dar una oxpresión indeterminada cn el 


punto z=a, de una de las dos formas antes indicadas y f'(x) y q (z) 
satisfacen a todas las condiciunes que se formularon para f(x) y q (z), 
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se aplica de nuevo la misma regla, con lo que tendremos la fracción de las 
segundas derivadas y así sucesivamente, 
No obstante, debe recordarse que puede existir el límite do la fracción 


ON sin que la fracción de las derivadas tienda a límite alguno (véase el 
3 809). 
2. Otras formas indeterminadas. Para calcular los límites 


de expresiones indeterminadas de la forma 0-oco, hay que transformar los 
correspondientes productos f, (x)-f2 (1), donde 


ar” 


lim 7, (x)=0 y lim f,(=)=00, en la fracción E 
k->0 xa 


fa(z) 


( forma 7) o bien 2 (2) ( forma 2) A 
0 4 co 
f1 (x=) 

En caso de expresiones indeterminadas de la forma v0—oo debo trans- 
formarse la correspondiente diferencia f,(x)—fo(x) en el producto 
4 ES y calcular, en primer lugar, el límite de la fracción 

4 


==; Si el lim lala) 1, reducimos esta expresión a la forma 
f1 (z) xa /y (2) 


q 1242) 
— (forma 7) , 
f1 (x) 


Los límites de las expresiones indcterminadas du las formas 1%, 0* y ao? 
se determinan buscando previamente sus logaritmos y hallaudo el límite 


del logaritmo de la expresión exponencial lh (a]P E (para lo que será 
necesario calcular límites indeterminados de la forma 0-00). 

En ciertos casos, es Conveniente combinar la regla de L'Hópital-Ber- 
poulli con el cálculo de límites por medios elementales. 

Ejemplo 41. Calcular 


lim laz ( forma indoterminada =) : 
a>p Olg z 99) 


Solución. Aplicando la rogla de L'Hópital-Bernoulli, tenemos: 


 Iinz .,. (ns . sont 
jim ——= lim ——— = — l¡m ——- 
x>0C0tgZ y. o (ctg x) x>0 Y 


Resulta una expresión indeterminada de la forma a poro no es necesario 
volver a aplicar la regla de L'Hórital-Bernoulli, puesto quo 


: en? Ss 
lim ln lim Sn ia «sen z=41».0=0. 
x0 % x=»0 


6—1016 
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Con lo que on definitiva, encontramos: 


iO: 
a 0 cte x 


Ejemplo 2. Calcular 


po (==:-+) (forma indeterminada c09—co). 
pe 


Reduciendo la fracción a un común denominador, tonemos: 


: l 1 . z3i—genir j z 0 
lim Era = lim PARE PAE forma indeterminada — |, 
«op iseniz “>0 2¿seniz 0 


Antes de aplicar la regla de L*'Hópital-Bermoulli, sustituimos el denominador 
de la última fracción por el infinitésimo equivalente (Cap. I, $4) z? sen? x — 24, 


Tenemos: 


.  z22—seniz ó , 0 
x>0 ASEntzr 2 a 0 z 0 


Por da regla do 1”Hópital-Bernoulli 


lim ( 1 2) =1im E y 2—2c05 2x 
250 seniz 2) 4q3 Mer 1272  ” 


Después, por medios elementalos, hallamos: 


him ( 1 7) =15 1 =cos2x_;  2sentr 4 
x>p9Aseniz 22) pp 6x2 ss 612 “3 
Ejemplo 3. Calcular 

3 


NN (cos22) (forma indeterminada 1%). 
— 


Hallando el logaritmo y aplicando la regla de L*Hópital-Bernoulli, tonemos: 


2 y 3incoslx _ tale 
o 


EA 


Por consiguiente, lim (cos 21) =670, 
0 
Hallar los límites que se indican de las funciones siguientes: 
O E 
776. lim ae" 


x-»1 
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ai li 22 
Solución Jer ME HER Poor 


a» (0 sá 
778. lim —=2—. 
21 4 —sen =7 
2 
:  Chx—! 
Ho. e 1—cosz ' 
780. lim “E29N7 
50 T—SONn E 
2 Secór2tgz 
781. 1 2 cosa 
mn —— 
4 
782. lim 22. 
re Lg oz 
E 


Solución lim (1—cos 7) ctg z=]im 
=> Ú) x=» O 


sen z 
COS Z 


:-1=0, 


Xx lim cos z =lim 
x-»0 x-»( 


Sn PT 
pX* 
dE 
: In x 
784. lim —= 
X=» 00 Ya 
EN 
785. lim — , 
786. lim ln (sonmz) 
"oo Insenz 
187 


792. 
793. 


= lim 


== lim 7 7 
21 n= +1 xi ia 


] nz 
789, lim arcsen x ctg x. 
x-» 0 
790. lim (ae), x>o0. 
X=» 
791. lim y sen = A 
. / A Z 
Solución. En (3-37) 
4 
z: ——+ in —1 
= lim e 7 == lim In 2 
2 nz —(2—1) 
T 
a 1 5 
795. qn (3-2) . 
796. lim 


| 


797. lim (5) 


GRS 


1 4 
La 7 ls 


: nO (1 —cos 2) ctg x. 


(1 009 2) COS £ — lim (1 —00S 7) 


sen zx sen zZ 


x=» 0 


E a 
lim zx" sen E n > 0. 


XL — 00 


lim ln x 1n (x— 1). 
x1 


Ar 4 z—1 In z 
alne— id 
xi (e=1)jlnz 
A 
e 1 


a 


798. lim x*. 
x—(0 


gY* 
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Solución. Tenemos: z*=y; 1ny=zlnz; lim loy=lim7)07= 
X-> 


x-> 


1 


=]jim =1lim =0, de donde limy=4, o sea, lim 1*=1. 
aro L  x>0 1 x-»0 x>0 
z qa 
1 E 
799. lim a*. 804. lim 17”. 
0-00 x-»1 
3 Tx 
tg == 
800. lim +2 * 805. lim (1 E) : 
x>0 x-»1 
1 
801. lim zrenz 806. lim (ctgxy”*. 
x-»> 0 x-»0 
802. lim (1-2  ? 807. lim (5 
x-»1 7 x-—»(0 ed 
803. lim (1 Hany. 808. lim (ctga)8e0=, 
x= 
809. Demostrar que los límites: 
zx3 sen - 
2 aos 
TSE 
b) lim Tr Sen 


no pueden hallarse por la regla de L'Hópital — Bernoulli. 
estos límites directamente. 


D 
AÁ E ALLÍ a LV." . 


0) 


Fig. 20 


Hallar 


310*. Demostrar que el área de un segmento circular con un 
ángulo central « pequeño, que tiene la cuerda AB=b y la sagita 


CD=kh (fig. 20), es aproximadamente igual a 
S=FUh 


con un error relativo tan pequeño como se desee, cuando «-—> 0. 


Capítulo III 


EXTREMOS DE LAS FUNCIONES Y APLICACIONES 
QEOMETRICAS DE LA DERIVADA 


S 1. Extremos de las funclones de un argumento. 


4. Crecimiento y decrecimiento de las funcionos. 
La función y=f (x) se llama creciente (decreciente) en un intervalo determi- 
nado (segmento), cuando para unog puntos cualesquiera xj, y zz, de dicho 
intervalo (segmento), de la desigualdad 1,< zz se deduce la desigualdad 
f(1)<f(=) (fig. 21,2) (f (11) > Í (x2) (fig. 21, 6)). Si la función f(x) es 
continua en el segmento [«, 5 y f(x) >0 (f' (2) <0) para a<z<b, la 
función f(x) crece (Aésteos) en dicho segmento (a, 5]. 

En los casos más simples, el campo de existencia de la función f(x) se 
puede dividir en un número finito de intervalos de crecimiento y decreci- 
miento de la función (interralos de monolonía). listos intervalos están limi- 
tados por los puntos críticos de x (donde f'(x)=0 o no existe f' (x)). 

Fjomplo 1. Investigar el crecimiento y decrecimiento de la función 


y =23—22+-5. 
Solución. Hallamos la derivada 
t=2¿=2=2 (1-1). (1) 


De donde y'=0 para z=1. En el eje numérico obtenemos dos intervalos 
de monotonía: (--00, 1) y (1, +00). De la fórmula (1), tenemos: 1) si —o0o < 
<z<d, so tiene y' <0 y, por consiguiento, la función f(z) decrece en el 
intervalo (—oo, 1); 2) si 1<zx<-+00, se tiene y'>0 y, por consiguiente, 
la función f(x) crece en el intervalo (1, -+ov) (fig. 22). 

Ejemplo 2. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la función 


cd 
+2 


Solución. En este caso, == —2 es el punto do discontinuidad de la 


y 


función e y'mm — Pa E. ¿ <0 cuando z :—2. Por consiguiente, la función y 


decrece on los intervalos —00< 12<—2 y —2<2x< +00. 
Ejemplo 3. Investigar el crecimiento y decrecimiento do la función 


y=5 d— ad, 
Solución. Aquí, 
y =z14— 21, (2 
Resolviendo la ecuación zi—z2=0, hallamos los puntos z¡=-—1, 


z=0 y. 23 =1, en los que la derivada y” so anula. Como quiera que y” puede 
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cambiar de signo solamente al pasar por puntos en que ésta se hace igual 
a cero O Se produce una discontinuidad (em el caso dado no hay puntos de 
discontinuidad para y”), tendremos que, en Cada uno de los intervalos 
(—o, —1), (—1, 0), (0, 1) Z, (1, +00) la derivada conserva un mismo signo, 
por lo cual, en cada uno de estos intervalos la función que investigamos 


Fi g. 21 


será monótona. Para determinar en cuáles de estos intervalos crece la fun- 
ción y en cuáles decrece, hay quo saber qué signo tieno la derivada en cada 
uno .de ellos. Para averiguar el signo de y” en el intervalo (—oo, —1), 
basta sabor el signo de y” en cualquier punto de este intervalo. Tomando, por 
ejomplo, z= 2 de la ecuación (2), obtenemos y'==12 >> 0, por consiguiente, 


Y 
5 
4 
| 
o! 7 
Fig. 22 Fig. 23 


y" >0 on el intervalo (—c0, —1) y la función en él es creciente. De forma 
análoga hallamos que y” < 0 en el intervalo (—41, 0) ( para comprobarlo se 


puedo tomar, por ejemplo, z== 5); y" <0 en el intervalo (0, 1) (aquí 


se puodo tomar 2=3) y, finalmento, y' >>0 on el intervalo (1, +30). 


De esta forma, la función estudiada crece en ol intervalo (—oo, —1), 
decrece en el (1, 1) MY vuelve a crecer en el intervalo (1, +00). 

Extremos de las funciones. Sí existo un entorno bilateral 

del punto zo tal, que para cualquier otro punto x + xp de este entorno se. 
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verifica la desigualdad f(x) > f (xp) el punto xy recibo el nombre de punto 
mínimo de la función y+==f (x) y el número f(xp) ol de mínimo de dicha fun- 
ción y=f(x). Análogamente, si para cualquier punto x =$ x, de un eutorno 
doterminado del punto x, se cumple la desigualdad f(x) < f(x,), xy recibo 
el nombre de punto máximo de la función f(x), y [ey el de máximo de 
dicha función (fig. 23.) El punto mínimo o máximo de una función se llama 
tambien punto extreimo do la misma y el mínimo o máximo de esta función, 
el de extremo de ella. Si xy es un punto extremo do la función f(z), se 
tiene, que 7'(zp)=0 (punto estacionario), o no existo f' (zp) (condiciones 
necesarias para la existencia de extromo). La proposición recíproca no es 
cierta, puesto que los puntos en que f'(7)=0, 0 no existe /' (2) (puntos 
críticos), no son obligatoriamente puntos extremos de la función f(x). Las 
condiciones suficientes de existencia o ausencia de extremo de una función 
continua f(x) se dan en las reglas siguientes: 

4. Si oxiste tal entorno (z—0, z+0) del punto crítico zp, en que 
f' (2) >0 para z¿-—6<1< to y f (2) <0 para x¿< z< x9+0, ol punto zy 
será un punto máximo de la función f(x); si por el contrario, f” (x) <0 para 
zi-b<Xzx<zo y F (2) >0 para zo<z<zxo+0, el punto xy será un punto 
mínimo de la función f(x). 

Si finalmente, se encuentra un número positivo Úó tal, que f' (x) conserva 
invariable su signo cuando 0<|z—zp¿|<óÓ, el punto zy no será punto 
extremo de la función f (x). 

2. Si f' (19) =90 y f” (2p) < 0, Tp es un punto máximo de la función f (x); 
si f/'(r9)=0 y f” (zp) >0, Zp es un punto mínimo do la función f (2); 
si f'(2p)=0, $” (xp) =0, $” (zp) +0, el punto zy no es pusrto extremo de la 
función f(x). 

En forma más general: Supongamos que la primera do las funciones 
derivadas de f(x), que no se anula en el punto zp, es de orden k. En este 
caso, sí k es par, ol punto zpg será un punto extremo, quo será máximo 
si [4 (zp) <0 y mínimo, si ft (xp) >0. Si k es impar, rg no es un punto 
extremo. 

Ejemplo 4. Hallar los oxtremos de Ja función 


y =27 43 Y 22, 
Solución. Hallamos la derivada 


E A pa (8) 


yz Vaz 


Igualando la derivada y” a cero, tenemos: 


VYz+1=0. 


De donde se deduce el punto estacionario x= -—-1. 
De Ja fórmula (3), tenemos: si z=-—41-—h, dondo A puede ser cualquier 
número positivo suficientemente pequcño, ontonces, y” >0; si, por el con- 
trario, r= —1-+h, se tiene x' <0*%). Por consiguiente, r, =-—1 es un punto 
máximo do Ja función y, además ymsy =1- 


igualando a cero el denominador de la expresión y” en (3) tenomos: 
V==0, 
do aquí hallamos el segundo punto crítico z=0 de la función, para el que 
no existe derivada y'. Cuando z=-—h, evidentemento, tendremos y' < 0; 


*) Si no es fácil determinar el signo do la derivada y”, se puede calcu- 
lar éste por procedimientos aritméticos, tomando como h un número positivo 
suficientomente pequeño. 
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cuando zx:=h, tenemos y”>>0. Por consiguiente, zg=0 es un punto mínimo 
de la función y, además ym =0 (fig. 24). La investigación del comporta- 
miento de la función en el punto == —1 se puede efectuar también por 
medio de la segunda derivada 


y” = A 
3zY z e 
Aquí y” <0 para z,;=—1 y, por consiguiente, x= —1 es un punto máximo 


de la función. 
3. Valores mínimo y máximo absolutos. El valor mínimo 
(máximo) absoluto de una función continua f(x) en un segmento dado [a, 5] 


Fig. 24 Fig. 25 


se alcanza en los puntos críticos de la función o en los extremos de dicho 
segmento. : 
Ejemplo 5. Hallar los valores mínimo y máximo absolutos de la 


función 
y =1x4—3043 
1 


en el segmento 179 <i<2>. 


Solución. Como 
y! =322—3, 


Jos puntos críticos de la función y son: 2, =—41 y z2—1. Comparando los 
valores do la función en estos puntos con los valores de la función en los 
extremos del intervalo dado 


—0=5 03 y (—17)=47:0(27)=413. 


llegamos a Ja conclusión (fig. 25), de que cl valor mínimo absoluto do la 
función m=4 se alcanza en el punto r=1 (en el punto mínimo) y el máximo 
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absoluto M=11 Ss en el punto 2=2> (en el punto extremo derecho del 
segmento). 

Determinar los intervalos de decrecimiento y crecimiento de las 
funciones: 

8l1í. y=1—4r—x?. 

812. y=(— 2). 

813. y=(x +4). 

814. y =x* (x—3). 


815. y= -=>3.- 

1 
816. YET 
817. Y= ==: 


818. y=(2-3) Y z. 
819. y= 5 Y 2. 
820. y=x-+sen z. 
$21. y=xlnz. 

822. y =arcsen (1 + 1). 
823. y = 2e**-4x, 


824. y =2%-3, 
825. y= Er 


Averiguar los extremos de las funciones siguientes: 
826. y=x2+4x+6. 


Solución. Hallamos la derivada de la función dada y'=2x+4. 
Igualamos y” a cero y obtenemos el valor crítico del argumento, r= —2. 
Como y* < 0 cuando zx <—2 e y'2>0 cuando z>-—-2, tenemos que r= —2e3un 
punto mínimo de la función, además, Y,npp =2. El mismo resultado se obtiene 


recurriendo al signo do la segunda derivada en el punto crítico: y”=2>0, 
827. y=24+zx—22,. 
828. y=x"—3124 32822. 
829. y=2104 342—12x +5. 
Solución. Hallamos la derivada 
y* 6124 61 —12=6 (124 x—2). 


Igualando a cero Ja derivada y”, obtenemos los puntos críticos r,= —2 
y zo=1. Para determinar el caráctor del extremo calculamos la segunda 
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derivada y”=6(2:+-1). Como y” (—2)<0, el punto x,=-—2 es un punto 
máximo de la función y, siendo Ymg¿,=25. Análogamente, tenemos que 
Mad por lo que zz==1 es un punto mínimo de la función y, sióndo 
min = Te 


830. y=x* (x—12)?. 840. y=2c08 7 -+3c08 3 - 
831. y=x (2-1) (1— 2). 341. y=z—1n(1+2). 
832. == 842. y=xlnz. 
833. y HE. 843. y=xl1n? x. 
834. y = EE, 844. y=chx. 
835. => 845. y=xe*. 
4 “x 
336. SAT 846. y = ale “ 
887. y= + TA 
AA ¡DE 
838. y= y (a.— 1), 848. y =x—arctg x. 


839. y =2sen2x + sen 4x, 


Doterminar los mínimos y máximos absolutos de las siguientes 
funciones en los segmentos que se indican (cuando los segmentos 
no se indican, los mínimos y máximos absolutos de las funciones 
deben determinarse en todo el campo de existencia): 


849, y=i 2: 


850. y=V 2 (10—2). 

831. y =sentz +c0s! z. 

892. y =arccos z. 

853. y=x* en el segmento [—1, 3). 

854. y=228+322—120+1: 

a) en el segmento [— 1, 5); 

b) on ol segmento [—10, 12]. 

855. Demostrar que para los valores positivos de x se cumple 
la desigualdad 


a+ >2, 
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856. Doterminar los coeficientes p y q del trinomio cuadrado 
y =x19+ pz+q, de forma que y=3 Sea un mínimo de este trino- 
mio cuando z=41. Dar la explicación geométrica del resultado 
obtenido. 


857. Demostrar la desigualdad 
et>1i+zr para 200. 
Solución. Examinamos la función 
J (1) =e*—(1+2). 


_ Por el procedimiento general hallamos que esta función tiene un mínimo 
único, f(0)=0. Por consiguiente, 


f(x) >/(0) para z 20, 
ex >14+xx para z 30, 
que es lo que se trataba de demostrar. 
Demostrar las desigualdades: 


es decir, 


858. E <snr<e para z>>0, 
859. cosz>1= para 0. 


360. 2 <In(i+2)<e para z>0. 


861. Dividir un número positivo dado a en dos sumandos, de 
tal forma, que su producto sea el mayor posible. 

862. Torcer un trozo de alambre de longitud dada /, de manera 
que forme un rectángulo cuya área sea la mayor posible. 

863. ¿Cuál de los triángulos rectángulos de perímetro dado, 
igual a 2p, tiene mayor área? 

864. Hay que hacer una superficie rectangular cercada por 
tres de sus lados con tela metálica y lindante por el cuarto con 
una larga pared de piedra. ¿Qué forma sorá más conveniente dar 
a la superficie (para que su área seta mayor), si se dispone en total 
de l m lineales de tela metálica? 

865. De una hoja de cartón cuadrada, de lado a, hay que hacer 
una caja rectangular abierta, que tenga la mayor capacidad posible, 
recortando para ello cuadrados en los ángulos de la hoja y doblando 
después los salientes de la figura en forma de cruz así obtenida. 

866. Un depósito abierto, de hoja de lata, con fondo cuadrado, 
debe tenor capacidad para v litros. ¿Qué dimensiones debc tener 
dicho depósito para que en su fabricación se necesite la menor 
cantidad de hoja de lata? 

867. ¿Cuál de los cilindros de volumen dado tiene menor super- 
ficio total? 

868. Inscribir en una esfera dada un cilindro de volumen máximo. 
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869. Inscribir en una esfera dada un cilindro que tenga la 
mayor suporficie lateral posiblo. 

870. Inscribir en una esfera dada un cono de volumen máximo. 

871. Inscribir en una esfera dada un cono circular recto que 
tenga la mayor superficie lateral posible. 

872. Circunscribir en torno a un cilindro dado un cono recto 
que tenga el menor volumen posible (log planos y centros de sus 
bases circulares coinciden). 

873. ¿Cuál de los conos circunscritos en torno a una esfera tiene 
el menor volumen? 

874. Una faja de hoja de lata de anchura a debe ser encorvada 
longitudinalmente en forma de canalón abierto (fig. 26). ¿Qué 


Fig. 26 Fig. 27 


ángulo central q debe tomarse para que el canalón tenga la mayor 
capacidad posible? 

875. De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que 
enrollado nos dé un embudo de la mayor capacidad posible. 

876. Un recipiente abierto está formado por un cilindro, termi- 
nado por su parte inferior en una semiesfera; el espesor de sus 
paredes es constante. ¿Qué dimensiones deberá tener dicho recipiente 
para que, sin variar su capacidad, se gaste en hacerlo la menor 
cantidad de material? 

877, Determinar la altura mínima h=0B que puede tener la 
puerta de una torre vertical ABCD, para que a través de ella se 
pueda introducir en la torre una barra rígida MN, de longitud /, 
cuyo extremo /4M resbalará a lo largo de la línea horizontal AB. 
La anchura de la torre es d<l (fig. 27). 

878. En un plano de coordenadas se da un punto, Mo (zo, Yo), 
situado en el primer cuadrante. Hacer pasar por este punto una 
recta, de manera que el triángulo jormado entre ella y los semiejes 
positivos de coordenadas tenga la menor área posible. 

879. Inscribir, en una elipse dada, un rectángulo de mayor 
área posible, que tenga los lados paralelos a los ejes de la propia 
elipse. 


$ 
Extremos de las funciones de un argumento 93 


880. Inscribir un rectángulo de mayor área posible en el seg- 
mento de la parábola y*=2px cortado por la recta x= a. 


881. Hallar el punto de la curva => en el que la tan- 
gente forme con el eje OX el ángulo de mayor valor absoluto 
posible. 

882. Un corredor tiene que ir desde el punto 4, que se encuen- 
tra en una de las orillas de un río, al punto BD, que se halla 
en la otra. Sabiendo que la velocidad de movimiento por la orilla 
es k veces mayor Que la del movimiento por el agua, determinar 


q 
Fig. 28 


bajo qué ángulo deberá atravesar el río, para llegar al punto B en 
el menor tiempo posible. La anchura del río es h; la distancia 
entre los puntos A y B (por la orilla), es d. 

883. En el segmento recto AB =a, que une entre sí dos focos 
luminosos A (de intensidad p) y B (de intensidad q), hallar el 
punto menos iluminado M (la iluminación es invorsamente pro- 
porcional al cuadrado de la distancia al foco luminoso). 

884. Una lámpara está colgada sobre el centro de una mesa 
redonda de radio r. ¿A qué altura deberá estar la lámpara, sobre 
la mesa, para que la iluminación de un objeto que se encuentre 
en el borde sea la mejor posible? (La iluminación es directamente 
proporcional al coseno del ángulo de incidencia de los rayos lumi- 
nosos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al 
foco de luz). 

885. De un tronco redondo, de diámetro d, hay que cortar una 
viga de sección rectangular. ¿Qué anchura x= y altura y deberá 
tener esta sección para que la viga tenga la resistencia máxima 
posible: a) a la compresión y b) a la 1lexión? 

Observación. La resistoncia de la viga a la compresión es pro- 


porcional al área de su sección transversal, mientras quo a la flexión es 
al producto de la anchura de esta sección por el cuadrado de su altura. 


886. Una barra uniforme AB, que puede girar alrededor del 
punto A (fig. 28), soporta una carga de O kg a la distancia de a cm 
del punto A y se mantiene en equilibrio por medio de una fuerza 


b 
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vertical P, aplicada en su extremo libre B. Cada cm de longitud 
do la barra pesa q kg. Determinar la longitud x de la misma, 
de tal forma, que la fuerza P seca la mínima posible y hallar Pin. 

887*. Los centros do tres esferas perfectamente elásticas A, 
B y C están situados en línea recta. La esfera A, de masa M, 
choca a una velocidad v con la esfera B, la cual, recibiendo una 
determinada velocidad, choca a su vez con la esfera C, cuya masa 
es m. ¿Qué masa deberá tener la esfera B para que la velocidad 
de la esfera C sea la mayor? 

888. Si tenemos N pilas eléctricas idénticas, con ellas pode- 
mos formar baterías por procedimientos distintos, uniendo entre 
sí grupos de r pilas en serie y, después, los grupos así formados, 


(en número =) en derivación. La intensidad de la corriente que 
proporciona una batería de este tipo se determina por la fórmula 


I= Nne 
— NR+m8r? 


donde e es la fuerza electromotriz de una pila, r es su resistencia 
interna, y Ri es su resistencia externa. 

Determinar para qué valor de n es mayor la intensidad de la 
corriente que proporciona la batería. 

889. Determinar qué diámetro y deberá tener la abertura cir- 
cular de una presa, para que el gasto de agua por segundo Q sea 
el mayor posible, si Q=cyVk—y, donde kh es la profundidad 
del punto inferior de la abertura (tanto Ak, como el coeficiente 
empírico c, son constantes). 

890. Si 2,, Za, -»., Zn, son los resultados de mediciones igual- 
mente precisas de la magnitud x*, su valor más probable será aquél, 
para el cual la suma de Jos cuadrados de los errores 


qe y (1— 2) 


í= 


Bat. 


tenga el valor mínimo (principio de los cuadrados minimos). 
Demostrar que el valor más probable de la magnitud zx es la 
media aritmética de los resultados de las mediciones. 


$ 2, Direcolón de la concavidad. Puntos de Inflaxlon 


19. Concavidad de la gráfica de una función. So dice 
que la gráfica de una función diferonciable y=f(x) es cóncava hacia abajo 
en el intervalo (a, b) (o cóncava hacia arriba en el intervalo (a4, b4)), si 
para a<z<b el arco de la curva está situado debajo (o correspondiente- 
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mente, para e a , encima) de la tangente trazada en cualquier punto 
dol intervalo la: ) (o del intervalo (a,, b4)) (fig. 29). La condición suficion- 
te para que en la gráfica y=f(x) la concavidad esté dirigida hacia abajo 
(o hacia arriba), es quo se verifique on el intervalo correspondiente la 
desigualdad 

f(2)<0 (1 (a) >0). 

En lugar de decir du la gráfica es cóncava hacia abajo, suele decirse, 
que tiene su convexidad dirigida hacia arriba. De forma análoga, para la 
gráfica cóncava hacia arriba, se dice también que tiene su convexidad diri- 
gida hacia abajo, 

2%. Puntos de inflexión. El punto (xo, Í (<0)), en que cambia 
de sentido la concavidad de la gráfica de la función, so llama punto de 
inflexión (fig. 29). 


Para la abscisa del punto de infloxión zp, de la gráfica-do la función 
y=$f(1), la segunda derivada 7” (r¿)=0 o f” (7p) no oxiste. Los puntos en 
que f”(x)=0 o f'(x) no cxiste, se llaman puntos críticos de 2% especie. El 
punto crítico de 2% especie xy os la abscisa del punto de inflexión, si 
f” (1) conserva signos constantes, y contrarios entre sí, on los intervalos 
ta—0< ICI y 22 12<to+Ó0, donde Ó es un número positivo determi- 
nado, y no será punto do inflexión, si los signos de f” (+) en los intervalos 
antedichos son iguales. 

Ejemplo 41. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad 
y los puntos de inflexión de la curva de Gauss 


Solución. Tenemos: 


y! == —210 ** 


8 

y" =(4222) 7%, 
igualando a cero la segunda derivada y”, hallamos los puntos críticos de 28 
especie 


4 1 
Ly a a 

1 Va y by Y? 
Estos puntos dividen al ejo numérico —o<zr<-+00 on tros intervalos: 
1 (—oo, 21), 11 (21, zo) y 1l (z2, +00). Los signos de y” serán, respectiva- 
mento, +, — y + (do lo que es fácil convencerso, tomando, por ejemplo, 
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un punto en cada uno de los intervalos indicados y poniendo los correspon- 
dientes valoros de x en y”). Por esto, la curva sorá: 1) cóncava hacia arriba 


4 , e. 
ara —00<2i< -——= Y ——< 2 co; 2) cóncava hacia abajo, para 
a PE Ad: add jo, p 
+ a 
=——<:< ——=. Los puntos =+-——=—!| son los tos de inflexió 
po EN <=7g Los puntos (5 3777) pus s 
ig. 30). 


Es de advertir, que debido a la simetría de la curva de Gauss respecto 
al eje OY, la investigación del signo de la concavidad de esta curva hubiera 
sido suficiente realizarla en el semieje 0< 1< + 00. 


F ig. 30 Fig. 31 


Ejemplo 2. Hallar los puntos de inflexión de la gráfica de la función 
yy +2. 


Solución. Tenemos: 


al 


—2 
9 (+2) 

Es evidente que y” no se anula en ningún sitio. 

Igualando a cero el denominador del quebrado del segundo miembro 
do la igualdad (1), tenemos que, y” no existo para == —2. Como y” >0 
para < —20 y” <0 para z > —2, el punto (—2, 0) es un punto de infle- 
xión (tig. 31). La tangente a esto punto os paralela al eje de ordenadas, 
ya que la primera derivada y” es infinita para z= —-2. 


Ballar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión 
de las gráficas de las funciones: 


== (+2) 0) 


891. y=19-—61* 4 12144, 896. y =c053z. 
892. y=(x+ 1). 897. y =x— Sen Z. 
1 
893. Y=773* 898. y =x2* ln 2. 
y 
894. y= ATT 899. y =arctg r—xz. 


895. y=V 4y? — 122. 900. y=(1+x3) e”. 
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S 3. Asiototas 


19 Definición. Si un punto (z,'y) se desplaza contintamente por una 
curva y=f(z) de tal forma que, por ló merios, una de sus coordenadas tienda 
al infinito, mientras que la distancia entre este.punto y una recta determi- 
nada tiende a cero, esta recta recibo el nombre de asírtote de la curva. 


2, Asíntotas verticales (paralelas al eje OY). Si existe un 
número e tal, quo 


lim f (2) =00, 


la recta z=a es asíntota erica: ; 


3. Asíntotas oblicuas (respecto a los ojes de coordenadas). 
Si existen los límites 


f (2) 


lim —— == ke 
x-t+o YT 


lim (f(x) —k,2] =0,, 
X-—> +00 


la recta y=X*,2+b, será asíntota (oblicua ae la derecha y bien, si k,=0, 
horizontal derecha (paralola.al -eje 0X). : 
Si existen tos límites 


lim 14) ko 
oo 2 


lim (f(z)—k2x] =b2, 
Wet DO 


la recta y=*X2x+b es asíntiota (oblicua a la izquierda o hien, cuando k2=0 
horizontal izquierda, paralola al eje OX). La gráfica de la función y=f(z 
(que se supone uniforme) no puede tener más de una asíntota dorecha 


o u horizontal), ni más de una asíntota izquierda (oblicua u hori- 
zonta)). 


Ejemplo 1. Hallar las asíntotas de la curva 
y2 


Ñ 


Solución. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asíntotas 
verticales: 


z==1 y z=l, 


Buscamos las asíntotas oblicuas. Cuando 2 ->-+-00, tenemos: 


2 
kj= lim %= lim _ =1 
á poo Y geo T YTi—Í 


Ñ 2 Vim1 
pais la ES 2=f y 
X=» oo a +00, Y 211 
71018 
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por consiguiente, la asíntota derecha será la recta y=x. Análogamente, 
cuando z-—>--—00, tenemos: 


ka= lim %=-—4; 
a—o) 

b)= lim (y4-7)=0, 
X—>» == CO 


De esta forma, la asíntota izquiorda es y=—x (fig. 32). La investigación 
de las asíntotas do esta curva puede simplificarse si se tieno en, cuenta 
su simoLría. 

Ejomplo 2. Hallar las asíntotas de la curva 


y =2-+1n z. 
Solución. Como 
lim y = —oo, 
a -+ 0 


la recta z=0 será una asíntola vertical (inferior). Investigamos la curva 
para hallar solamente la asíntota oblicua derecha (ya que x>>0). 


Tenemos: 


k= lim 2%=4, 


apo 2 


b= lim (y—x)= lim Inx=00. 
X—> 


boo 
Por consiguiente, esta curva no tiene asíntotas oblicuas. 


Si la curva viene dada por las ccuaciones paramétricas z=Q (1); y=vy (0), 
en primer lugar se investiga si el parámetro ¿ tiene valores para los que 


dl 
€ 
Má ? 


SS 


7227, 
EN 
A 


$ 
elite Loa es 


Fig. 32 


una de las funciones q(t) o «+p(t) se hace infinila, mientras que' la otra 
sigue siendo finita. Cuando p(tp)=00 y VP((p)=<c, la curva tieno una 
asíntota horizontal, y=c. Si rp(tp)=00 y Q(tp)=e, la curva tjene una 
asíntota vertical, z=c. 

Cuando q (to) = Y (to) =00, al mismo tiempo que 


: O " Ml 
do =*k; O Kp (:)i =5, 


la curva tendrá una asíntota oblicua, y =kx-+-d 
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Si la curva so da en :forma de ecuación polar »=f:(q), sus asíntotas 
se pueden hallar por la regla anterior, reduciendo la ecuación de la curva 
a la forma paramétrica por las fórmulas: 


z=rC08 p=f (p) cos p; y==r son y =/ (q) sen p. 
Hallar las asíntotas de las curvas: 


í y2 
901. Y= TN 908. E NET aa 
z PE 
902. Y= aATETFS . 909. y=e€ 2 2, 
q? 1 
903. Y= 3" 910. Y=i=x2% 
e 1 
904. Y = ap: 911. y =ez. 
905. y=Y 1-1. 912. y 22%. 
. . == a A » 9 3. = ] 1 “Ja 
906. y WERE 13. y=1In(1+x) 
907, Pel 914. r=f; y -1+2 arclg í. 
Wzt—1 


915. Flallar la asíntota de la espiral biperbólica => . 


$ 4, Construccion de las gráficas de las funciones por sus puntos 
característicos 


Al construir la gráfica de una función es necesario, ante todo, hallar 
el campo de definición de la misma y determinar su comportamionto en 
la frontera de este campo de definición. Es conveniente tambión señalar 
previamente ciertas peculiaridades de las funcionos (si es que las tienen), 
como son: la simetría, periodicidad, permanencia del signo, monotonía, etc. 

Después, hay que encontrar Jos puntos de discontinuidad, los puntos 
extremos de la (unción, los puntos do inflexión, Jas asíntotas, etc. 
Los elementos hallados permiten establecer el carácter general de la grá- 
fica de la función y obtener su diseño matemático verdadero. j 

Ejemplo 1. Construir la gráfica de la función 


z 


¡ESE 

Solución. a) La función existe en todas partes, menos cn los pun 
tos 2==z+Í. 

La función es impar, qe lo que la gráfica de la misma será simétrica 
con respecto al punto O (0; 0). Esta circunstancia simplifica Ja construe- 
ción de la gráfica. 

b) Los puntos de discontinuidad son z=-—?1 y z=1, al mismo tiempo 
que Sopa y=F0OG0 y lim y=>*TFoo, por consiguiente, las rectas z= + 

x 


-» Xp == 1 E 
son asíntotas verticales de la gráfica. 
: es 
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c) Buscamos-las asíntotas. oblicuas. Tenemos: 
k,= lim 2=0, 
ao LD 


by= lim y=00, 
XL =p 00 


por consiguiente, mo existe asíntota oblicua derecha. Como la gráfica es 
simétrica, tampoco existirá asíntota oblicua izquierda. 


Fig. 33 


d) FHallamos los puntos críticos de 12 y 24 especie, es decir, aquellos 
puntos en que se anula o no existe la primera, o correspondientemente, 
la segunda derivada do la función dada. 


Tenemos: 
rn—3 
a XK, 4 
"3 Pep il 
._ 2:(9-—22) 


(2) 


1” Y rE—=py 
Las derivadas y' e y” dejan de existir únicamente cuando r=>w+ Í, es decir, 
sólo en aquellos puntos en que tampoco existe la propia función y, por 
seto, serán puntos criticos sólo aquellos en que y” o y” se anulan. 
De (1) y (2), se deduce: 
y”=0 para == Y3; 
y” =0 para 2=0 y ze +03, 
De esta forma, y' conserva” constante el signo en cada uno de los 


. intervalos (—0o0, —V3), (—V3, —1), (—1, 1), (1, V3) y (y3,. +00), 
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e y” en cada uno de los intervalos (—oo0, —3), (—3, —1), (—1, 0) (0, 1), 
(1, 3) y (3, +00). : o, 

Para determinar qué signo tiene y” X6 :correspondientemente, y”) 
en cada uno de los intervalos señalados' basta ton: determinar el signo de y” 
(o de y”) en un punto cualquiera de cada uno de estos intervalos. A 
: Los resultados de ésta investigación, para mayor Cómodidad, 'se incluyoh 
en una tabla (tabla 1), junto con lós delos cálculos de:las ordenadás de 


Tabla I 


(3, +00) 


Con- | Pun- La Puñ- | La tun- Punto mí- ' UL fun= | Pun- | La fun- 


clu= | to de | fun- to ción de» nimo ción cre- | to de jolón crece; 
'Slones ['ixfie-| ación do crece; la | cey da: jinfle- [ta gráfica 
xión ¿¡decre» | dis-: | gráfica . gráfica | xión | es cón- 
ce; da con= | es cónca- es cón”» cava hacia 
gráfl- | tinul=- | va hacia cava abajo 
ca es dad arriba hacla 
cón- arriba 
cava 
bacia 
abajo 


los pos característicos de la gráfica de la función. Debe advortirse, 
que debido a que la función y es impar, es suficiente ' hacer Jos cálculos 
solamente para z > 0; la mitad izquierda de Ja gráfica so reconstruye por 
el principio de la simetría impar. 
e) Con los resultados de la investigación, construimos la gráfica de la 
función (fig. 33). ANA aa | 
Ejemplo 2. Construir la gráfica de la función 
¿ 1 ES laz 
y 


Solución. a) El campo de existencia de la función es: Ó<r<-+o0o. 
h) En el campo de existencia no hay 'puntos de discontinuidad, 
pero .al .aproximarse .al punto frontera (z—0) del: campo de existencia, 
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tonemos: 
e . ln x 
lim y =lim ———= —oo, 
x>0 x»O0 Y 


Por consiguiento, la recta z=0 (el eje de ordenadas) es una asíntota vertical. 
€) Buscamos la asintota oblicua derecha u horizontal (ya que la asíntota 
oblicua a la izquierda no existe, puesto que no es posible que 2 -=>-—-00): 


k= lim 20, 
x=>-+00 


b= lim y=0. 


x=» +00 


Por consiguiente, la asíntota horizontal derecha os cl ejo de abscisas: y =0. 
d) Hallamos los puntos críticos. Tenemos: 


,»_ Í—Inz 

y q y2 y 
2Inx-—-3 

HO 


"” 


Y A y” oxisten en todos los "puntos del campo do existencia de la función 
ada e 


y'=0, si Inzx=4, 0s decir, cuando r=e; 


y”=0, si lo 2, es decir, cuando r=e 11, 


Hacemos la tabla, en la que incluimos los puntos característicos (tabla 11). 
En esto caso, además de los puntos característicos encontrados, es conveniente 


Fig. 34 


hallac los puntos de intersección de la gráfica con los ejes de coordenadas. 
Haciendo y=0, encontramos z=1 (punto de intorsección do la curva con 
el eje de abscisas): la gráfica no se corta con ol eje de ordenadas. 

e) Con los resultados de la investigación, constrnimos la gráfica de la 
función (fig. 34). 


Construir las gráficas de las funciones que se indican más 
abajo, determinando el campo de existencia de cada función, los 
puntos de discontinuidad, los puntos extremos, los intervalos de 


A € o ro A A nana a 
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crecimiento y: decrecimiento, los puntos de inflexión de sus gráficas, 
la dirección. de lals CIO y las asíntotas de las gráficas. 


916. y= =18— 322, 


| e 
917. y= a” | 
918. y =(2—1)? (x +2). 
_ (2) (744) 
919, O E 
: _ (22—5)3 
920. y=—p 
_ 2i—¿r 42 
921. y= za 
z*—3 
922. y= | 
923. y=É+?., 
¿ z 
924. y=2y 2 
1 
925. Y =p | 
926. y==—7- 
4x 
4x-—12 
923. y = 1-2 
Do 
929. y = Ti —4 . 
16 
930. y A6=3) 
1+1 
931. y ==. 
932. y = VES Y Ez, 
933. y=V8+1x—VY 8x2 
934. y=2xVx+2.. 
935. y=V xi 3z. 
936. y=Y 1-2? 
937. y=Y1—23, 


938. y= =20+2-3 EFD». 
939. y=Vi+I—VzI-1. 
940. y=V (449 -Y (24) 
941. y=V [2-2):+V (2-4). 
| p | 
942. y = Vic 
943. y Va 
| ñ 
> 7 
945. Mirna . 
946. y =xe-%, 
PE 
947. y=(a+ EH). 
948. x=e8x-x114, 
949. y =(24+ 13) e-=?, 
950. y=2]21]—a?. 
in x 
951. y == 
“y 
q? z 
952. y == 1n e 
953. y= az 
954. y=(2+1) ln? (z +1). 
959. y =l1n (1D : 
956. al , 
Xx 
957. y=1n (1 +e7>). 
i ] 1 
958. y=In (++) l 
959. y =sen z-+ Cos z. 
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960. y =sen xp 2 0 973. y =12— Larcctg £. 
z 
961. y=co0st —cos! z. 94, y == +arctg z. 
962. y =sen? x.4 cos? z. 975. y=Inshz. 
SJ 1 
sena 977. y=esnx, 
964. y= —_——— . 4oS 
sen (+3) 978. y= ge reson Ve 
965. y =sen 1 -sen 2z. 979. y =e3rotex, 
966. y =coszx-cos 27. 980. y=1nsenz. 
po a 2) 981. y=1ntg (PF). 
yal) ga, y loa —arctgz, 
969. AA 983. y =c0sx—Incosz. 
970. y=2r—tgz. 984. y =arctg (In x). 
971. y=zxarctg z. 985. y -=arcsen In (1? + 1). 


986. y =x*. 
1 
e y=0, si z=0, 987. y =*. 

También se''recomienda construir las gráficas de las funciones 
indicadas en los. N9*%,N08, 526 — 848. 

Construir las gráficas de las funciones siguientes, dadas en 
forma paramétrica: 

988. z=*—2!, y =t* 4 21. 

989. x=acos*t, y=asent (a >0). 

990. z=te', y =te”. 

991. r=t+e?, y=2M+e*. 

992. z=a(sht—t), y=a (cht—1) (a > 0). 


972. y=zardgZ, si 0 


S 5. Diferencial del arco. Curvatura 


1%. Diferencial del arco. La diferencia] del arco s de una curva 
plana, dada por una ecuación en coordenadas cartesianas z e y, SO expresa 


por la fórmula 
a de = Y (14 (dyY; 


si la ecuación de la curva tiene Ja forma: 


a) y=f(z), entonces ds == Y i+ (2) dz; 
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b) ==1, (y), entoncos ds= VUE a 


c) ze=Q(6), ye p(2), entonces de == AENERR 


VFIFRR. yF3FRA 
d) F(z, y) =0, entonces ds =_—_L de mm _—_ LL dy. 
e: ETE TEA 


Llamando a al ángulo que forma la dirección positiva de la tangente 
(es decir, dirigido en ol sentido dol crecimiento del arco de la curva s) con 
la dirección positiva del ejo OX, tendremos: 


di 
te =. , 


_ dy 
ia iNr TE a 


En coordenadas polares, 


A TK E 
ds = V (dr 24 (- dy)?= y + (5) dq. 
Llamando f al ángulo formado por el radio polar de un punto de la 
curva y la tangente a la curva en este mismo punto, tenemos: 
dr 

cos P = er 
sen $ ="r ad 
==E. 


22 Curvatura de una curva. Se llama curvatura K de una 
curva, en su punto M, al límite de la razón del ángulo que forman llas 


Fig.35 


direcciones positivas de las tangentes a dicha curva 0n los puntos M y N 
(ángulo de adyacencia) a la longitud del arco MN mAs, cuando N — M 
(fig. 35), es decir, 

Aa da 


eo de da 
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donde « os el ángulo entre la dirección positiva de la tangente en el punto 
M y ol ejo OX. 

Radio de curvatura R. Recibe el nomhre de radio de curvatura R la 
cantidad inversa al valor absoluto de la curvatura, es decir: 


R =TKT . 
Las -circunferencias son líneas de curvatura constante (x =—, donde a es 


el radio de Ja circunferencia |, lo mismo que la línea recta (X=0). 


Las fórmulas para calcular las curvaturas en coordenadas cartesianas 
son las siguientes (exactas, a excepción del signo): 
1) si la curva viene dada por una ecuación explicita y —f (x), la fórmula 
será 
APS A 2 
(1+y 3/2" 
2) si la curva se da por una ecuación implícita F (zx, y)=0, se emplea 
la fórmula 


Fue Fay Fx 


Eos Ev Fy 
Fo Fi 0 


TO 


3) si la curva se da en forma paramétrica por las ecuaciones x= (t) 
y =p (1), entonces 


a' y! 
qe y” 
MES 
doide 
, dz ,_ dy , dz » _ éy 
do * SES FAL PA 


Eb coordenadas polares, cuando la curva se da por la ecuación rf (q), 
tenemos: 


_ 142 2— pp" 
aah 


donde 
po a pe Pr 
de Y dp? ' 


3”. Circunferencia osculatriz (o círculo osculador). Se llama 
circunferencia osculatriz de una curva, en un punto M de la misma, a la 
EE límite de la circunferencia gue pasa por dicho punto M y por otros 

os puntos P y Q de la misma curva, cuando P->M y Q —>M 

El radio de la circunferencia osculatriz es igual al radío de curvatura 
y su centro (centro de curvatura) se encuentra "em la normal a la curva, 
trazada en el punto M, hacia el lado de su concavidad. 
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Las coordenadas X e Y del centro de curvatura se: calculan <on Jas 
fórmulas NS 


€. , 19 19, 
O, Vaya 2 z R 


La evoluta de una curva es el lugar geométrico de Jos centros de curva- 
tura do dicha curva. 

Si en las fórmulas para la determinación de las coordenadas del centro 
de curvatura se consideran X e Y como Jas coordenadas variables -de los 
puntos de la evoluta, estas fórmulas nos darán Jas ecuaciones paramétricas 
de dicha cvoluta con parámetro z o y (o t, si la: propia curva viene dada 
por ecuaciones en forma paramétrica). E 


M, 
Fig. 36 
Ejemplo 4. Hallar la ccuación de la evoluta' de la parábola y=x1, 
Solución. Xu —áx?, vaa . Eliminando el parámetro zx, 


hallamos la ecuación de la evoluta en forma explícita 
4 Xx ys 
r=3+3 (7) ” 


Evolvente de una curva. Se da este nombre a una curva tal, que con 
relación a ella, la curva dada resulta ser la ovoluta. 
La normal 2/C a la evolvente f'2 es tangonte a la evoluta F',: la longitud 


. Dd : z Z . do de . 
del arco CC, de lá evoluta cs igual al incremento correspondiente del radio 


aer - 
de curvatura CC =M,C,--MC, cuya razón, la evolvente f'y recibe 
también el nombro de desarrollo de la curva F',, que se obtiene desenrolMlando 
un hilo tenso enrollado a la evoluta f', (fig. 36). A cada evoluta le corres- 
ponde una infinidad de evolventes, que responden: a las diversas longitudes 
iniciales que puede tener el hilo. 

4%. Vórticos de una curva, Se Jlama vértice do una curva al 
unto de la misma en que Ja curvatura. :«ticno máximo o minimo. Para 
eterminar los vórtices de una curva so forma la expresión de la curvatura K 
y se hallan sus puntos. extremos. En lugar de la curvalura X se puede Lomar 


y se busca su punto extremo, si es que en 


ol radio de curvatura R= 
este caso es más fácil ol enla: 
Ejomplo 2. Hallar el vértico do la catenaría y =4 ch = (a >0). 
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Solución. Como y =sh—, e yeah, tendremos que K= 


= y, por consiguiente, R=a ch3 2. Tenemos, que E : 
acha a dx a 
a 
aR 2x 

igualando a cero la derivada de obtenemos sh ——=0, de donde hallamos 

el único punto crítico z=0. Calculando la segunda derivada Sa y cell 
2 

do en ella el valor de z=0, obtenemos E as = ml, =: >0. 
dz* lx=0 a a lx= 


Por O z2=0 es el punto mínimo del radio de curvatura 0 el má- 
ximo de la curvatura) de la catenaria. El vértice de la catenaria y= 


4 ch — , Será pues, el punto A (0, a). 


Hallar la diferencial del arco, y el coseno y el seno del ángulo 
que forma, con la dirección positiva del eje OX, la tangente a cada 
una de las curvas siguientes: 


993. 134 y*=a? (circunferencia). 
2 2 Ñ 
994. —=+ + = 1 (elipse). 
993. y? = 2px (parábola). 
996. 23 + yYs=a*/s (astroide). 
997. y=ach = (catenaria). 
998. r=a(t-—sent); y=a (1—cost) (cicloide). 
999. z=acos ft, y=aseni (astroide). 


Hallar la diferencial del arco y el coseno, o “el seno, del ángulo 
que forma el radio polar con la tangente a cada una de las curvas 
siguientes: 


1000. r=ap (espiral de Arquímedes). 
1001. == (espiral hiperbólica). 


1002. r=a sec? (parábola). 


1003. r=acos* + (cardioide). 


1004. r=aY (espiral logarítmica). 
1005. r?=a*cos2q (lemniscata). 


Calcular la curvatura de las curvas siguientes en los puntos 
que se indican: 
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1006. y =x*—4x3—18x* en el origen de coordenadas. 
1007. 1? +xy+y*?=3 en el punto (1; 1). 


1008. =- +-4=1 en los vértices A(a, 0) y B(0, b). 


1009. r=1?, y=¿* en el punto (1; 4). 
1010. r?=2a*c0s 2p en los vértices cuyos ángulos polares son 
p=0 y p=x. 


1011. ¿En qué punto de la parábola y? =8x su curvatura es igual 
a 0,128? 


1012. Hallar el vértice de la curva y=e”. 
Hallar los radios de curvatura (en cualquier punto) de las líneas 
siguientes: 


1013. y=x* (parábola cúbica). 
1014. +4 -=1 (elipse). 


1015. 5=Ue ay. 


1016. z=acos* it; y=asen? + (astroide). 


1017. r=a(cost+tsent); y =a(sent—icost) (evolvente de la 
circunferencia). 


1018. r =ae*? (espiral logarítmica). 

1019. r=a(1+cosq) (cardioide). 

1020, Hallar el valor mínimo del radio de curvatura de la 
parábola y? =2px. 

1021. Demostrar que el radio de curvatura de la catenaria 
y=ach— es igual a la longitud del segmento de la normal. 


Calcular las coordenadas del centro de curvatura de las curvas 
siguientes, en los puntos que se indican: 

1022. zy=4 en el punto (1; 1). 

1023. ay?=x* en el punto (a, a). 

Escribir las ecuaciones de las circunferencias osculatrices de las 
curvas siguientes, en los puntos que se indican: 

1024. y =x1*?—6x+40 en el punto (3; 1). 

1025. y=e* en el punto (0; 1). 

Hallar la evoluta de las curvas: 

1026. y? = 2px (parábola). 
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1027. +4-%-=1 (elipse). 
1028, Demostrar que la evoluta de la cicloide 
T=a (¿—sent) y=a(1—cos) 
es una cicloide desplazada. 
1029. Demostrar que la evoluta de la espiral logarítmica 
r =aerv 
también es una espiral logarítmica con el mismo polo. 
1030, Demostrar que la curva (desarrollo de la circunferencia) 
T=a (cos! + £sent); y=a (sent —f cos £) 
es la evolvente de la circunferencia z=acost; y =asen t£. 


Capitulo IV 
INTEGRAL INDEFINIDA 


1. Integración Inmediata 


17. Reglas principales para la intogración. 
$) Si F” (2) =] (3), entonces 


Vita) da=F (2)+C, 
donde C es una constante arbitraria. 


2) ' Af (1) dr=m A ' f(x) dz, donde 4 es una constante. 


o] 


y att ds=| 11(2)dz + | fo (2) de. 


4) Si | f (2) de =F (+0 y u=0Q (2), se tiene, 


l ] (u) du=F (u) + C. 


En particular, 
| [az+b)d2==Flar+b) 40 (a 740) 
2. Tabla de integrales inmediatas. 


Ñ an+l 
Il. Al irdr= Al +C€, n+—t 
1. ' 2102140 
1 1 

ro. | E =Larcig =+4+C=——arcctg-=4C, (a + 0). 
1V. | a =>, In SÍ +C (e +0). 

' => 0 En ly o (040). 
v. l VERY <= Y23+a|+C (a +0). 
VI. | aos 40 = —arecos —+Cy (a > 0). 
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a* ] E 
vII. ya de +l (a > 0); | dame +C. 
vI1I. | sen zdzx=—cosz-+C, 
IX. | A 
dí 
2% | ri 
dx 
XI. | == =—otgz +0 
Y dr zx 
XI | nz =1 [te + |+0=!n 1 cosec=—ctg 2 [+C. 
dz z., nm 
XITI, l dos > =10|tg (+ +) [4010] 18245002140, 
XIV. | shedz=chx+4C. 
y 
XV. | ohzdz=shz+C 
xv these 
| chlx 
IN, 
A 3h3z Lo -C. 


Ejomplo d. | (02245240) d2= az dz+ | bz d+ cdr= 
=6 | itdr+b | rdr+e | dx =4 4 or 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas 
principales 1), 2) y 3) y las fórmulas de integración. 


1031. l 5adzt de, 

A (6x2+8x +3) dz, 
1033. | z(e+a) (a +b) dz. 
1034. y a + ba0) de, 

yV 
yz 


1035. 2px dz. 


1036. Y 


81016 
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in 
1037. | (nz) ” dz, 
2 2 
1038. | ay de. 
1039. VWz+1)(2—V2+1) dz. 
1040. | A da 
1041. € ES ds 
Lx 
» = 4 
1042. Y We 12 q 
ar 
1043. N 7 + 
1044. X =p 
dz 
1045. l VEn 
dz 
o | 
1047. LH 1049. a) | ota? da; 
— E 
1048*. a) | te? x dz; b) | cth? zx dz. 
b) | th? x dz. 1050. | 3%e* dz, J 


3”. Integración medianto Ja introducción bajo el 
signo de la diferencial, La regla 4) amplía considerablemente la 
tabla de las integrales inmediatas. Precisamente, gracias a esta regla. la 
tabla de las integrales es válida, independientemenie de que la variablo 
de ión sea una variable independiente o una función diferenciable. 

jomplo 


dz 1 9 
| Viz—2 5 y (es ) ) 
1 1 1 
1.72 1 ul A 
2 EN 


donde se supuso u=5x—2. Se empleó la regla 4) y la integral I de la tabla. 
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E ade _1t dan 4 E 
Ejemplo 3. za 3 VA > In (224 "Y 1421) 4C. 


De forma implícita, se consideró que u=.w* y se empleó la regla 4) y la 
integral Y de la tabla. 


Ejemplo 4. Cartaz == | (2) => E de acuerdo con la 


regla 4) y la integral VII de la tabla. 


En los ejemplos 2, 3 y 4, antes de aplicar las integrales de la tabla. 
transformamos la intogral dada a la forma 


A 


y HO (a) 9 (a) da=| f (u) du, dondo u=p (s). 


Este tipo de transformación se llama introducción bajo el signo de la 
diferencial. 

Es conveniente señalar las transformaciones do las diferenciales que se 
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en los ejemplos 2 y 3: 


1 1 
a) dr==d(a24b) (2 $ 0); b) zdz==3 d (12) y otras semojantes. 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas 
principales y las fórmulas do integración. 


a de 2 
1051. Y EZ. 1063*. vn de 
22+3 E 
1052*?. | 5:41 dx. 1064. AE ds 
is 1—3z 
1053. —— dz. dz 
| dd 1065. | q APS 
TaZ 
105%. | 1066. | 
1055. pa En 2 dz. » dz 
ys 1067. OA 
z 
1056. = £. eS 
medi 1068. | dz. 
1057. | — 3 4%: 068 | ds dx 
1058, (ELE as, 1069. | -¿Zpdz. 
15 6 
1059. (a+) dz. 1070. (E EESaz. 
dx 
1071. 
1060+*. | EFE do. ' VIFER 
bay 10 de 
1061. |- EY 72. | Y 
1062. | YVa—bzde. 1073. | ¿y dz. 


8» 


nz 
- do. 
e. 


a 
leete Ydz, 


QA QA AS QA LO 
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1093. 


1094. 


1095. 


1096. 


1097. 


1098. 


1099. 


1100*, 


1101. 


1103. 


dx. 1104, 
1105. 
1106. 


1107, 


1108. 


1110*. 


1111. 


1102. 


1109*. 


AR ZA AA AA AAA AA LAA y LAA A EAT ADO EY OAQAD ARO a) QA Lar 
m 
1 
a al 
e 


ei U0z de, 


7 
-) 
e 
a 
E 


el dt 
Vi = ¿2h 


sen (a -+ bx) de. 


a 


O 
a 
00] 
Ñ 
pq] 
a, 
$ 


(cos ax+sen az)? dí. 


ee) 
2 
un 
8 
4j]9 


79] 
cD 
> 
mu, 
pa) 
da 
8 
e 
| 


sent dx. 
.cosidz. 


sec? (ax + b) dx. 


1112. 


1143. 


1127. 


QA EM O_O O NS A 
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— de 
teV z VEN 
rote (1? 4-1) dz. 


dz 
SON COS Z ' 


z Z 
cos— sen —dx. 
a a 


sen? 6x cos 6zx dz. 
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Hallar las siguientes integrales indefinidas: 


1145. | y Ba da. 


1146. 


23— 1 
ziór +1 de. 


1128. | dr 
sen 3z 
1120. Vs 3x 
sen T COS T 
AñOj | V cos? z — sen! z 
1131. (v1 +3c03? z sen dx dx 
1132. ' tg? $ sect E dz. 
TEA 
tez 
1134. (Zar. 
1135. Ver 
(cos ax +4 sen ax)3 
1136. l nl de. 
cosec? 3z 
1137, | 
1138, | (2sh5z—3ch5x) dz. 
1139. l sh? z de. 
1140. ' E 
1141. eS 
P dx 
1142. Na > 
1143. ' th x dí. 
1144. Ñ cth z dz. 
1147. | dz 
1148, ' 2e—=% de, 
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1149. 
1150. 
1151. 
1152. 
1153. 
1154, 


1155. 


1156. 


1157, 


1158. 


1159. 


1160. 


1161. 


1162. 


1163. 


1164. 
1165. 
1166. 
1167. 
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dx 


z dx 
sen (22) * 


l earcleo 4 ln (texto 


í +2 


ra a 221 * 


1168. 


1169. 


1170. 


1171. 


1172. 


1173. 


1174. 


1175, 


1176. 


1177. 
1178. 


1179. 


1180. 


1181. 


1182. 


1183. 
1184. 


1185. 


Ves sen li PO 
ÓN 


esen2x sen 27 dx. 


3 


301 
E z 


4.4 * 


o 


FEA 
(0<)b=< a). 


| Ao 
E 
y 
ya 
| 
ya 
Y son ( 2 rn 
| 
| 
ye 
Vta 


zx A zx) * 


arecos + 
2 


Y4—2 
el x sec? z dz. 


EDTAUIA 
mn .. a 


7 í a a * 
rcsen z+x 
AE ds. 
Vi-— 
l soczigz 
Y sectz+1 
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1186. Í ¿23 de. 1189, Y 2 ch (284-3) de. 


43-c0s2 2z 


dz gth x 


In 2241 
1188. Y PE qa, 
$ 2, Método de sustitución 


1 Sustitución o cambio de variable en la integral 
indefinida. Poniendo 


z=p (1), 


doude £ es una nueva variable y q una función continua diferenciable, 
tendremos: : 


Y a Ñ (A (de. (1) 
La función «q se procura elogir de tal manera, que el segundo miembro de 
la fórmula (tf) tome una forma más adecuada para la integración, 


Ejemplo 1. lHlallar 


| z Vr—i1dz. 


Solución. Es natural poner 2 = Y zI—1, de donde 2=1%41, y dr= 
=2t dt. Por consiguiente: 


| 2 Vz3=1 40 ' (1241) 1-21 dt=2 | (184 12) dt= 


3 3 

2 2 2 2,2 2 
A + o 3 == sá PA mk —» o 
=73 804 PA =p (z V+>3(z y" +€ 


Algunas veces se emplea la sustitución dol tipo 
u =0 (2). 


Supongamos, que hemos conseguido transformar la expresión subinte- 
gral f(7)dx a la forma siguiente: 


f (2) d2=g (u) du, dondo u= q (zx). 
Si la Ñ g (u) du es conocida, es decir, 
Y 8 (4) de =F (u)+C, 
tendremos 
Vf) d2=Flo(a)14C 


Este procedimiento es el que ya utilizamos en el $ 1, 3%. e 
Los ejemplos 2, 3 y 4 ($ 1) se podrían haber resuelto de la forma siguiente: 
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Ejemplo 2. us 522; du=5 dz; dz=- de. 

E 
dz í du 1 u? E 
o — o. == m_n. o 
al VA 

2 

E du 

Ejemplo 3. u=x?;, du=2x dz; dr=-7 . 


d 1 d 1 
Do id 
+ la (224 Y 14 74)4-C. 


Ejemplo 4. u=x3; du= 313 dz; m4= E A 


' met do=p | O 


2%, Sustituciones trigonométricas. 


1) Si la integral contiene el radical Y a2—zx% generalmente se hace 
z=a sent; de donde 


Y ad—2i=a cost. 
2) Si la integral contiene el radical Y 13—al, so hace z=u sec t; de donde 
Yz3i—al=atgt. 


3) Si la integral contiene el radical Y/z2-+a2, se hace z=a tg t; de donde 


Vzii4+a=a sec t. 


Hay que advertir, que las sustituciones trigonométrices no son siempre 
las más convenientes. 

En ciertos casos, en lugar de las sustituciones trigonométricas, es pre- 
forible emplear las sustituciones hiperbólicas, cuyo carácter es análogo 
(véase el ej. 1209). 

En el $ 9 se trata más detalladamente de las sustituciones trigono- 


métricas e hiperbólicas. 
Ejemplo 5. Hallar 


| A 
z 


di 


Solución. Hacemos z=tg it. Por consiguiente, e , 


( apt, Vigi+1 dt ( sentcost dt 
tg? : cosi £ son? ¿ cos! £ 


dt 2 2) 
A Ela 


sen? ¿ cos t sen? i.cos + cos t sen? £ 
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1 ===> 
= la | tg" +s0ct]— 7 e C=Im] tg + Y1+Ftg?t]— 


VIERA oda 2+ V AF EA 


1191. Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello las 
sustituciones indicadas: 


a) 3 pa 
b) Vr z= —1nt; 
c) | = (52? —3)" dz, Sa? —3= t; 


z dz , 


cos z dr 
ViFsen?z 


Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti- 
tuciones más adecuadas: 


1192, Ñ 2(2745)10 dz 1197. y LOL ds. 
i+z (ax 
1193. l ETA dz. 1198 | EE de. 
de sen? r 
1194. VIVA 1199. | VETE dx 
11985 1 7 1200*. | 5 
e* — 
ln 2x dz 
1196. l a. 


Hallar las siguientes integrales, empleando sustituciones tri- 
gonométricas: 


al dy Yi4+1 
1201. 4 1205. q EE dx. 
z3 dx dx 
1202. | Ez 1206%- | == 
1203. UE dz, 1207. | YI=ñ dz. 
dz 
20 y a 
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1208. Calcular la integral 
dz 
| zx (1— 2) 


valiéndose de la sustitución r=sen? ft. 
1209. Hallar 


| Va? -+2l dz, 
empleando la sustitución hiperbólica r=ash . 


Solución. Tenemos, Y ar +z3= 22 Padghit=a ch t y deme ch dl. 
De donde, . 


' VAFZ 02! ach t.achidt= 
A EA A A | 
a Y rra l A E o ed) O 
al 
ER (shtcoht+10+C. 


vara 


Xx 


24 Yaly 23 


a 


Como 


Tí 
shit=>T7, ch t 


e'mcht+sht= 


tendremos en definitiva: 
ezo A A Aaa 
' Vai zx3dx = =S Valid qa >= la (1 + Yad4-28)+C,4, 
3 
donde CSstato Ina 0s una nueva constante arbitraria. 


P 


1210. Hallar 
| 8 dz 


Vila? ” 


haciendo z=—ach?t. 


$ 3. integracion por partes 
Fórmula para la integración por partes. Si u=q(2) 
y v==p (x) son funciones diferenciables, tendremos que 


Ñ U ÍL mm UY oo | v du. 


Ejemplo 41. Hallar 
zIinzdz. 
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2 
Poniendo u =)|n 2; de=xzx dx, tendremos du == e a p= . De donde, 


e ER ma, 
| nodo ln | AO. 
A veces, para reducir la integral dada a una inmediata, hay que emplear 
varias veces la fórmula de integración por partes. En algunos casos, valión= 
dose de la integración por partes, sc obtiene una ecuación, de la que se 
determina la iniegra] buscada. 

Ejemplo 2. Hallar 

' e* cos x dz. 
Tenemos 


| e cos 2d! e* d (sen x) =e* sen z— ! e* son due” sen + 


+ l ex d (cos 1) =e* sen 4 e* cos z— | eX cos 1 dz. 
Por consiguiente, 
e* cos2dx=e* sen x+e* cos — | er coszadz, 
de donde 
| eX cos ed (sen reos 14€. 


Hallar las siguientes integrales, utilizando la fórmula para la 
integración por partes: 


1211. Y ln x de, 1220". (873 dz, 

1212, | arctg z dz. 1221. | sen cos a de. 
1213. | AS 1222*. Y (294 57+6)0052w dz, 
1214. | sen dz. 1223. | 22 1n z de. 

1215, | 20083 de, 1224. | In? x dz. 

1216, dz. 1225, | BEda, 

1247, | 2.2% dz. 1226, | E dz. 

1248*, | ateo dz, 1227. | xarctg dz, 

12194. | (1 22 +0)0 7? dz. 1228. | % arcsen z dx. 
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1229. | ln (24+V 142?) de. 1233. | 3*cos dz, 
1230. | Z a 1234. | 0% sen bz dz, 
1231. | Ear. 1235. | sen(ln) de. 
1232. | €“ sena dz 


Hallar las siguientes integrales, empleando diferentes proce- 
dimientos: 


1236. | ig do, 1246. l sella n Vz AA 
e —x 
1237. | eY= dz. 1247. | ztg? 2z de. 
1238, grid ) ln z dz. 1248. qee sen? z 
1239, | zin 1249. | cos? (Ina) de. 
bt y? 
1240. VE 1250** a A 
ha Co Jn (In 7) 
1241. de. 1201%. y A: 
1242, l a? arctg 3z dz. 12952*. l V a*— a? dz. 
1243. | z (arctg 1) dz. 1253, y V VA-+az? dz. 
1244. ' (arcsen 2)? dz. 1254*. Y 2 dí 
Via” 


1245. VE dz. 


yl 


$ 4, Integrales elementales que contlenen un trinomlo cuadrado 


mz —+n 
azxt+ bx+:c de. El 
rincipal de cálculo consiste en reducir el trinomio de segundo grado a la 
orma: 


19%, Integrales dol tipo | procedimiento 


art bar e=a (4 kMA+l, (1) 


donde k y li son constantes. Para efectuar la transformación (1), lo más 
cómodo es completar cuadrados en el trinomio de segundo grado. También se 
puede emplear la sustitución 


¿2arz+bm=t. 
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Si m=0, reduciendo el trinomio de dra grado a la forma (1), obte- 
nemos las La inmediatas III o IV (véase $ 1, 2%”, tabla de las inte- 


grales elementales). 
Ejemplo. 
| de 1 dz 
2288247 2) (. .58.,23,(7 35y 
(12 732+35)+ (3-35) 
5 5 S 
a da, aa , arct A A 
E A E 
4 16 7 a 
2 4r—5 
= -— arct == C 
- y 31 ¿7/3 id 


Si m-20, del numerador se separa la dorivada 2ax-+b del trinomio 
de segundo grado 


m mb 
| mz-+H+n dns 77 Cazr+b)4 (1) de 
art bx+heo s=/ ari+br+e sa 
m mb dz 
=>, 10 /04+dr+ol4 (937) | rra 


y de esta forma nos encontramos con una integral como la que analizamos 
más acriba. 
Ejemplo 2. 


f 1 
E a A 
a—a—t a2—e—1 a as — 


in |[12—2—4 ju +0 


21 (2 1y_3 2 25 [22-44 y5 
(= 23) 7 v 
2%. Integrales del tipo VE d ; 
b a Vazritbr+e ú 


Los métodos do cálculo son análogos a los examinados más arriba. En defi- 
nitiva 2, integral se reduce a la V integral inmediata, si a >0, y a la VI, 
sia<O, 

Ejemplo 3, 


dz Ll dx as 4 arcsen 423 +0 
V2F3r=22 y2128_ 2-7) y2 5 
16 4 
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Ejomplo 4”. 
, 1 x+2 dx 
eN 
=Y 142242 -+2Im(2+14+ Y34F22+2)4+C. 
3, Integrales del tipo 
dx 
(men) Yaritbr e 

Utilizando la sustitución invcrsa 


METE 
mzxHn 


estas intograles se reducen al tipo 2*, 
Ejemplo 5 Hallar 


- dz 
| (241) Var 


Solución. Ponemos 


de donde 


Ternemos; 


e dt 


dt 
Dynvarr | 41 1 2,  Yi-=2t428 
(241) Y x2+- LV (4-4) +4 


to. dt 1 4 El 
VENA 112.1 ym z+ Y +3 |+ 
(—+)+23 
1 1—++4 Y 2 (2241) 


4”. Integrales del tipo | Vazrit+br+c dz. Completando cua- 


drados en el trinomio de segundo grado, esta integral so reduce a una de 
las dos integrales principales siguientes (véanse los Nos, Nos 14252. y 1253): 


E 2 
1) Ñ yi-taid=>3 Y a? — 2 +77 arcson =4+C, 


y | VA FA VERAS lo 04 VIA |4C. 
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Ejomplo 6. 
l Vins ' VIZIFD Td (+) 


= Ez Vi—22— 1? +arcsen -- EC. 


Hallar las integrales: 


du 126 
1250. Varas 1268. | A 
dz 
1256. Vaz 1269. | VAT 
dz 
e 
77 1270. | (2—1) EIVAT 
1258. Va : 
Y 272413 1271. y — 7 z ' 
1259. Vas de E Va e 
APR 1272. WENETERO 
5 (x1—1)? 
1260. ' 24 la de. 1273. ' Vi-x dz. 
dx y 
1261, | 2—6r410 * 2274. | VZ=2aFda, 
du 
| V2+32—223 1275. | 1 ATT > 
1263. TSG e cos - 
pa 1276. Van 
1264. ra 1277. + er de 
aid pr > : 
VR 
3x—0 
1 . pr EP . 
eN dr 
1266. Tú In = de 
Vi=zx—u? 1279, | e Vialaz—Ióz . 
zx yi-—4Jlaz—in* 
) z 
1267. | VTA 


$ 5. Integracion de funciones raclonales 


19% Método delos cueficientesindetorminados. La inte- 
gración de una función racional, después de separar la parte entera, se 
reduce a la integración de una fracción racional propia 

P (x) 
Qíz) ” 


(1) 
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donde P(z) y Q(x) son polinomios enteros y el grado del numerador P (2) 
es eras que el del denominador Q (2). 


% 
Qla)=(ra0)*... (iy, 
donde a, .... ¿ son las diferentos raíces reales del polinomio Q (7) y «, ... 


A 
son números naturales (grados de Er ap do las raíces), la fracción (1) 
podrá descomponerse en fracciones simples: 


P(2) __41 A; fa y 
Jl a  ÓS 
L L L 
da ica lid e (2) 


Para calcular los cooficientes indeterminados A;,, Ap, ... Ly ambas partes 
de Ja identidad (2) se reducen a la forma entera y, después, se igualan los 
coeficientes de cada una de las potencias iguales de la variable z (primer 
pa oO to). También se pueden calcular estos cocficiontes igua- 
ando la x, en la igualdad (2) o en su equivalente, a ciertos números debi.- 
damente elegidos (segundo procedimiento). 

Ejemplo 4. Hallar 


| zdz =1 
(211) (14192 " ** 
Solución. Tenemos: 


XxX 0 y: | B; Bo» 
EDEFA ZATARITERERO 
de donde 
55 A+ 194 B, (014) (241) 4 Bo (21). (3) 


a) Primer procedimiento para la determinación de los coeficientes. Copiamos 
la identidad (3) dándole la forma 


e =(4A+ By) 224- (24+ Bo) z4-(A— B, — Ba). 
Igualando los coeficiontos de cada una de las potencias iguales de x, tenemos 
0= A+Bs; 1 =24+ Ds; 0== A—PB,— Ba. 


De donde ; ó i 
ir O ÓN 
b) Segundo procedimiento para la determinación de los coeficientes. Haciendo 
z=14 en la identidad (3), tendremos: 


4 =A4-4, es decir, A=>. 


Haciondo z= —1, tendremos: ] 


—1=-—B2-2, es decir, Ba=>3 + 


Haciendo después z=0, tendremos: 
0 = Áá —B, — Ba, 


es decir, B,¿m A—B2= o. 
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Por consiguiente, 
y 1 da 1 dx 
=> 1 z—1 7) £ -|-1 2 | CA 
4 1 1 ia 
=7 11 |7—1 | dl Tp 


1 21 


1 
== — a, —e A o 
ac dr ir Id 
Ejemplo 2, Hallar 
de | 
a—iata 
Solución. Tenemos, 
1 1 A B C 
Jer aia E y lr tas A FE 
y 
1=4 (2—1)34 Br (2-1) 4+Cz. (4) 


Al resolver este ejemplo, se recomienda combinar los dos procedimientos 
para la determinación de los coeficientes. Utilizando el segundo procodi- 
miento, haccmos =0 on la identidad (4) y obtenemos 1= A. Luego, haciendo 
z=1, tendremos que 4=C. Después, empleando cl primer procedimiento, 
jgualamos on la identidad (4) los coeficientos de 2. Tendremos: 


O0=A+B, 0s docir, B= —1. 
De esta forma, 
A4=1, Bx==—1 y C=1. 
lor consiguiente, 
de dr do. í 
1= E- +! a 


Si el polinomio O (x) tiene raíces complejas « > ib de multiplicidad k, 
en la descomposición (2) entran adomás fracciones simples de la forma 
MixA-N Mir N 
El aa o Hr ES , (5) 
Té | prtq (124 pz-+ q) 


donde 
237 px+q=[2— (2410) [x— (a —1b)] 


y Mi, Na, --., Mn, Nx son cocficientes indoterminados que se calculan por 
los procedimientos indicados más arriba. Cuando k=1, la fracción (5) 
se integra directamente; cuando k >1, se emplea el procedimiento de reduc- 
ción, recomendándose que previamente se le dé al trinomio de segundo grado 


2 2 
24 px+q la forma (++) e (7--) y so haga la sustitución cp. 
Ujecmpldo 3. Hallar 


f +14 


PRA 


Solución. Como 
2244 Lo=(74 22244, 


91016 
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poniendo z+-2=z, tenemos: 
NN 2) — 72 
1=| z—1 di! z dz ' (14 2%—2 ii 


(AFD? (240% 3" (2417 : 
4 dz 1 1 
el a li) 
4 ro 
—arcty ip ta et 2= “AFD” 


4 _ +3 1 
— 3 Arctg 24 C= — MATAS > arctg (132) +C. 
2. Método de Ostrogradski. Si Q (zx) tiono raices múltiples, 
se tiene, 


P (x) X (x) Y (x) 
de Y de, 6 
IT Ro El 
donde Q,(z) es el máximo común divisor del polinomio Q (1) y de su deri- 
vada Q' (2); 
Q (2) =Q (2) :Q; (2); 
X (2) o Y (+) son polinomios con coeficientes indoterminados, cuyos grados 
son menores en una unidad que los de Q, (+) y Q, (x), respectivamente. 
Los coeficientes indeterminados de los polinomios X (zx) o Y (x) se calculan 


derivando la identidad (6). 
Ejemplo 4. Hallar 


dr 
lr" 
Solución. 


de ——Art+Br+C . Di Ex+F 
| (a— py. z3— + l 3i— 1 az 
Derivando esta identidad, tendremos: 
1 _ QartB)(2—1) 322 (4204 Be4C) | Dadd En 4 F 
(3 1) A. a 


o bien, 
1 =(2412+B) (23 — 1) — 348 (Ax? + Be C)+(D184 Ex+ PF) (294). 
Igualando lo coeficientes de las correspondientes potoncias de x, tendremos 
D=0; E—A=0;, F—2B=0; D+3C=0; ES 24=0; 


B+FF=-—1; 
do donde 
A=0; Bo C=0; D=0; E=0; FP 
y, por consiguiente, 
de 4 z 2 ' dx (7 
| =p "3 ad 3 a * ) 
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Para calcular la intogral del segundo miembro de la igualdad (7), des- 
en fracciones elemontales: 


componemos la fracción 31 


es decir, 
11 (224+x+1)+Mz (1-1) 4 N (2-1). (8) 
Poniendo z=4, tendremos que L=+ ; 


Igualando los coeficientes de las potencias iguales de = en ambos miem- 
bros de Ja igualdad (8), hallamos: 


L4+M=0;, L—N=1; 
es decir, 


Por lo tanto, 


rl] aire 
== InJ2— 4 | ha (121424 4)— 7 arctg Hr + Y 
y 
de A y. 4 2x +4 
Pa o A e 
Fíallar las integrales: 
dx 5124 Gx +-9 
1280. | er > 1288. | pr dz. 
Y 72579 a o 
1281. | y dz. 1289. | A de 
de 
282 | DEF 1290. | apa e. 
2134 417 —91 Dl 
1283. A 1291. l e dz. 
92342 
de 
1285. | > 1293. e NAS 
341 
1286. | Ez dz. 1294, he sd 
ri—6x3 + 121246 


g» 
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dz 
ds y peer 2 lp 
als 
297.1 ay 1300. | po 
á 3H y 
1298 | as 


Hallar las integralcs siguientes, utilizando el método de Ostro- 
gradski: 


ds 
130. 2 1303. y mE 
d pea 2 a 


Hallar las integrales siguientes, cmpleando diversos procedi- 
mientos: 


1305. ' amar Y 1310*. ES 
1306. | 7 de 1314. f AN 
dis y TEE dd bil | TE FDA" 
1308. Ñ px > 1313. al 
1309. | PART 1314. Vaz 
S 6. Integración de algunas funciones Irracionales 
1%, Integrales del tipo 
Eo 
| a yA 0 Ja 0) 


donde R es unu a racional y Pi 41 Pa Yo »..SON 
númoros enteros, 
Las integrales del tipo (1) se hallan valiéndose de la sustitución 
ax —+b 


a 11). 
cx +-d qa 


donde nr es el mínimo común múltiplo de los númoros Gn Yer + *- 


Ejemplo 41. HFallar 


| dr 
Vir=1-—y 2-1 
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Solución. La sustitución 22—41=24 reduce la intogral a la forma 


dx ' 223 de 2N 2% dz 
1 


| V2r—1— y 2r— = > 
2 | (++14+,3) de=(2+1)242 1012-4140 = 
=(1 221) 41m ($ 23-110) +C. 


co 


E 


zm z 


Flallar las integralos: 


1315, $ += ds 1321 (LE de 
1316. ' A: 1322. TV 
1317, VEA 1323. | z y dz. 
1318. | 7 1324, y == da, 
1319. E ds 1325 (E A 


1320. ¡PE 
(2-12 Yz+1 
2. Integrales del tipo 


Pn (2) di 2 
VA raid (2) 


dondo Pa(z) es un polinomio de grado nh. 
Se supone que 


Pr (1) > o TES o dx ¿ 
l VA (2) Yar24 dret | Tama , (3) 


donde Q,_, (2) es un polinomio de grado (r—1) con coeficientes indetermi- 
nados y 4 es un número. ! 

Los coeficientos del polinomio Q,., (2) y cl número A se hallan deri- 
vando la identidad (3). 


Ejemplo 2. 
oe y A a a E 
| 2 Ya+dde ' VERY dx 
=(Ard+ Bat+Cx+4 D) VaFI+A MEE 
De donde 
zt+ 4x2 = (3472 + 2Bx + C) Van teorretp) a A 


Vara VITA Vai 
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Multiplicandó por Y z22+4 e igualando los coeficientes de las potencias 
iguales de z, obtenemos: | 


Por consi guiente, 
— A ——k 
y VAFida=22 y BF421m (24 V FF8) 40. 
3. Integrales del tipo 


y 0 4 
y (2—a)* Y azi or+<e 


Se reducen al tipo de integrales (2) valiéndose de la sustitución 


ol 
I—X 
Hallar las integrales: 
xi de dz 

1326. ' VAT 1329. Vaya 
327. | —¿- dx. A AAA 
. | Y1i—21 Ñ E990 vaz 
1328. [ —Á dr. a de 

ys 3. | yr 
4%. Integrales de Jas diferenciales binomias 

| 2 (a-+ 27) dx, (S) 


donde m, rRyp son números racionales. 

Condiciones do Chébichev. La integral (5) puede expresarse 
por medio de una combinación finita de funciones elementales únicamente 
on los tres casos que siguen: 


1) cuando p es número entoro; 


2) cuando mE es número entero. Aquí se emplea la sustitución 


a--bx"*=2*, donde s es el divisor de la fracción p; 


m1 d 
3) cuando + +-p es número entero. En este caso se emplea la sus- 


titución ar”"?+b=28, 
Ejemplo 3. Hallar 


2” 
4 4 4 mt 2 
Solución. A í — o =-_-! —_ y O es. 
AR A EA PRAGA 7 2. 
A 


Por consiguiente, tenemos el 2) caso de integrabilidad. 
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La sustitución 
1 
l+ita za 
nos da: z=(23— 1)4; dz ==1222 (23— 1)3 dz, Por lo quo 
1 1 1 
pa | z? (142) % 2021 at a 
(23 — 1)2 
Pe 2 (Ma IAS, 


¿=V 14 Yz. 


donde 


Hallar las integrales: 


A 
1332. y 2 (1 + 222) ? da. 1335. | Az 
Z 
1333. ym: 1336. | eE 5: 
22 (24233 
dz dx 
1334. Vara: 1337. NIE ViTTR 


$ 7. Integracion de funolones trigonométricas 
1% Integrales del tipo 


Ñ sen” z cos” zdx=JIm, n, (1) 


donde mym son números entoros. 
1) Cuando m=2k£+1 es un número impar y positivo, se supone 


Tm,n= — | sen?%* q cost z d (cos )= — ' (1—cos? 2)* cos” x d (cos 2). 


De forma análoga se procede cuando nr es un número impar positivo. 
Ejemplo 4, 


11 13 
| sent0 q cosi z dr = | sento q (1 — sen? q) q (sen 1)= == — A+ C. 


2) Cuando m y nr son números pares AL positivos, la expresión subinte- 
gral (1) se transforma valiéndose de las fórmulas: 


son? 2 => (1—008 27), cos! 2=> (1--c03 22), 


4 
sen zT Cos x =3 sen 2xz. 
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Ejemplo 2. 


| cos? 3z sent 3z dz l (cos 3z sen 32)2 sen? Jz dr = 


«and e 
=> ( A A | (sen? 6x — sen? 6x cos 61) dx = 
hs 4 2 8 
E | (so Bzc0s6z | dx= 
8 2 
lfz sent2r 41 
PM E AE 3 » Y 
=3 (3 7% 35 $0 6) +0. 
3) Cuando m=-—Hk y R=—v som números enteros, negativos y paros 
del misino orden, tenomos 
imon—= | pa | cosec? zx stc xd (tg 2) = 
sen” zcos” z 
mM ÚS [irá 
1 12 pt ? (1182 2) 2 
e . A 2 2 — Él » 
=| (+) 4) 7 (9 0) TT tl) 


A este cago se reducen, en particular, las integrales 

dz 1 a (7) dz a (+3) 
sta 291 senk 5 cost | co sen” (=+3) 
Ejemplo 3. 
| > | sec? xd (tg 2) l (14 tg2 2) d (tg 2) =tg 24 teaz+C. 


Ejemplo 4. 


de 4 dz 4 a a a _ 
| sz 2 | —— 41 tg73 =y secó de = 
sen3 -—- 0033 — 
2 2 
2 
(1+t8 7) 
1 7) dl 
So ec? 3 l1= 
3 tg - 
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4) Las integrales de la forma | tg? zxdxfo | ctg" dz], donde m es 
un número entero y positivo, so calculan valióndose de la fórmula 
tg? x= 300? x—1 
(o de la correspondiente ctg? x = coscc? z — 1). 
Ejemplo j. 


tg? x 
3 


| tgi z dr= ! to? x (sec? x—1) dr = =! tg rdr= 


= ' 82 (sec? 2—1)d2=E22 —to 4-24 €. 


5) En el caso general, las integrales Im, n de la forma (tf) se calculan 
por medio de fórmulas de reducción (fórmulas de recurrencia), que se deducen, 
ordinariamente, empleando la integración por partes. 


Ejemplo 6. 
de sen2 = + cos? Ser z de 
l o sen?z cos? y de Sun Z. dz Q. e 
cosi z cosi x cos” x COS 7 
4 1 cos z Va 
O dz —— E 
2costizx 2 608? z 2 COS z 


son 
Y 3 ln | tg x+se0 =|+C. 
Hallar las integraJes: 
1338. | cost dz, 1347. N 
1339. | senta dz, 1348. | 
1340. | sen? x cosi z dx. 1349. | o de, 
z E dx 
1341. ¡ sen? 7 cosó y Un. 1350, | coda 
coshz y dz 
1342. Va CTUCRS 1351. | son5 zx cosi zx 
1343. ' sen! x dz. 1352. ' — A , 
sen + cos3 Z y 
1344. l sen? z cos? z dz. > 
, gon (2+3,) | 
1345. | sent cos! x dz. 1353. 7 e. 
1346. | cos! 3x de. 1354. | a 
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1355. | sect 4z da 1360. 
1356. | ta? 5z de 1361. 
1357. | ctg? z de 1362. 
1358. | cta? x de 1363. 
1359. | (tg 5+t8'G) dz 1364. 


2%. Integrales de las formas: 


l don mz son rx dx y | COS MZ COS NT AZ. 
0, 
En estos casos so emploan las fórmulas: 


dz 
Y sen z cos z 


| sen mz cos nz dz, 


1) sen mz cos n2=> [sen (m-+n) z+sen (m —n) 2]; 


1 


2) sen mz sen nz == [cos (m—n) z—cos (m +) 2]; 


2 


3) cos mz cos nz => [cos (m —n) x 4+cos (m-+n) 2). 


Ejemplo 7. 


| sen 9z sen x dx = 5 [cos 3x— cos 107] de =p sen 3x — 


Hallar las integrales: 


1365. ' sen 3zc0s bz dx. 1369. 
1366. | sen 10x sen 152 dx. 1370. 
1367. | cos cos dz. 1371. 
1368. | sen cos = dx. 1372. 


3. Integrales de la forma 
Y Rena, cos 1) dz, 


donde R es una función raclonal. 
1) Valiéndose de la sustitución 


Z 
et 
de donde 
sen z= ca e 
TF 18" 


LA 


35 Sn 107 +C. 


| cosíaz+b) cos(ar—b)dz. 
| sen oí sen (wt + q) de. 
| cos zcos? 3z dz. 


sen z sen 2x sen 3xz dz. 


(2) 
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las integrales de la forma (2) se reducen a integrales de funciones raciona- 
les do la nueva variable ?. 


Ejemplo 8. Hallar 


dx =J 
i + sen T-+etosz  ' 


Solución. Suponiendo tg -—=t, tondremos: 


2 
2dt 
F= 141 _[ dt _ pe E 
I= — ¡AG >| Mn 0 ]+C=lm| 14 EF|+C 


+Hizatipa 
2) Si se vorifica la identidad 
R (—sen xr, -—-cos 7) = R (sen z, cos z), 
para reducir la integral (2) a la forma racional se puede emplear la susti- 


tución te x=—t. 
En este Caso, 


t 1 
sen T= cos TI= 
VIF2A ” YVI+a 
j arctg ft, dx= cda 
o , 4 E 
Ejomplo 9. Hallar d 
Y 
14 sen? x E (3) 
Solución. Poniendo 
2 
tgx=t, sentr= d , A. 
1-+1 17 
tendremos: 
dt dt EN dle Y2) 
y TY AY 


2 
(1402 (14477) 
? 1 1 
=== arctg (: Y/2) + C=— arctg (Y/2 tg 2) 4-C. 
5 nta V2)-+ DS V2tg 
Debe advertirse que la integral (3) se calcula más de prisa si el nume- 
rador y el denominador de la fracción se dividen previamente por cos3 z, 


En algunos casos concretos es conveniente el empleo de procedimientos 
artificiales (véase el ejemplo N* 1379). 


Hallar las integrales: 


dz COS z 
1373. Vas > 1375. | O 


1374. ( a 1376. ( Mo A 


sen 1 4-€08 7 
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S 8. Integracion de funciones hiperbollcas 
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1377. | gn 


8—4senz+7c0sz 


dí 
8 rar 


3 sen 7-42 008 7 
> A 
1379**, | EE aos 7 A: 


"Ad tgz 
1380. | E de. 
de 
1+3co08s147x” 


dí 
3 sen*x+5cosf x 


1381?, | 
1382*. | 


1383*. | de 


senix+38en xCc03 *—cosi. * 


S du 
A eS 
sen z 


1388. | 


1390*, | 


cos 2x 
cost r /- sont z 


COS x 
sen? x—6sen +3 


dx. 


$ di 
] | (2—sen 2) (3—sen z) * 


1 —sen r +c0s 77 
4 + sen r—cos zx 


La integración de las funciones hiperbólicas es completamente análoga 
a la integración do las funcioncs trígomomótricas. | 
Deben rocordarso las siguientes fórmulas principales: 


1) ch13 -—sh?2 =1; 
e) sh22==> (eh 21 — 1); 
3) eht == (ch 2241); 


4) shxchz => sh 27. 


Ejemplo 1. Hallar 


| ch3 dz. 


Solución. Tenomos: 


| ch2 x dx = | y (ch 2 +1) da== h204+ 240. 


Ejemplo 2. Hallar 


| ch3 z dz, 


Solución Tonromos: 


' ch z dr = | chi zd (sh 2) = | (1 + sh? x) d (sh 2) =sh z+ 


sh? z 
3 +, 
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Hallar las intograles: 


1391. | sh? z de. 1397. th3 x de. 
1392. Y ohtz de. 1398. f cthi z dz. 
1393. | shzchz de. 1399. laz: 
1394. | sha ch3z de. 1400. OS 
1395. | Sh SA ia e MT: 
1396. Í a 1402. | a = 


$ 9. Empleo de sustituciones trigonométricas e hiperbolicas para el calculo 
de integrales de la forma 
R(z, Vaa34-b24<) dz, (1) 


donde R es una función racional. 

'»s Transformando cl trinomio de segundo grado ar34-bx+c en una suma 
o resta de cuadrados, reducimos la integral (1) a una de las integrales de 
las formas siguientes: 


1) | R lz, Vm?— 21) dz; 
2) | R (2, Vm?+22) de; 
3 | R (2, Y 22 — m2) dz. 


Estas últimas integrales se resuelven valióndose, respectivamente, de 
las sustituciones: 


1) :==msent o z=mtht, 
2) ==mtgt oz=msh fé, 
3) z=msect o 2=mcCh!. 
Ejemplo 4. Hallar 


e] 
(24+1)2 Y 22742 
Solución. Tonemos; 


il 22 + 2= (+1) 1. 
Pongamos z+4=tgt, en cuyo caso dx =scc3 4 di y 


| dz =1 er! cos t A 
(+1) VEFIEF1 Lgré £ soc £ sen?i 
VEL 975 
: +0 VEA 


sen É 


z+1 
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Ejemplo 2. Hallar 
l 1 Vi+r+tdr=1. 


Solución. Tenemos: 


Poniendo 
Y y da Y3 ch i dt, 
obtendremos: 
rf(v3 11 V3 ys ch + dt= 
121 (Par) cn: 
<A | mramart f ch3 1 di = 
3V3 ch3t 3/1 1 
E SE (sh th 45 1) 40. 
Como 
ah (++>3) : di ¿VA 


t=1n (++ VIP) +10 3, 
definitivamente, tendremos: 
3 
NS | 4 
I= 5 (124x414) 2 7 (=+3) Vitrr+i EA 
— qn (+ +Hy+VitaF1) +C. 
Hallar las integrales: 


1403. da 22d dy. 1409. NV 23827 de. 
1404. 1 y2 1410. (ada aj? de. 
payo: tn Ends VA Y—32+ 
1406. | VA=22+ 2 da. 1412. ¡Der 

na 
1407, | Va—4 2 dz. 1413. daa vi» ves 


1408. | Vii+zxdz. 1414. 


(1 22) aa VITA 
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5 10. Integracion de diversas funciones transcendentes 
Hallar las integrales: 


1445, | (34 1)10% dz. 1421. y pa 

1416. ya cost 3z dz. 1422. TA va 

1417. | xsenxcos2z dz, 1423. | qt lp ES 

1418, ya * sen? z dz. 1424. eN 
1419. ye sen z sen 3z dz. 1425. | zarocos (5r— —2) dz. 
1420. | ze” coszdx. 1426. | son sh z dz, 


$ 11. Empleo de las bbc de reducción 


1427. I=l aya hallar 7, e Za. 
1428. 1, = l sen” zdx; hallar /, e ly. 
1429, TJ, = Vas soga + hallar £3 e fa. 


1430. 1, =! ares de: hallar Z50. 


$ 12. Integración de distintas funciones 


1431. AA 1487. | 
1432, Ma 1438. y 2971 

, y 
1433. | 5] dr 1439. y 
NS E | 1440, Ms va de. 
1485. | ro": 1441. | a 
1436. VET 1442 Van 
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o Pipa E 
1443. ' E dz. 1461. Voraatz 
_ 1462. € LE VotRz qa, 
1444, | PETT | E z 
Ñ * senéz 
2 )-4 EEN 1463. | 37== dz. 
1445. rra z y coso. 
da se 1464, | coseot 5z dz 
ds Va Yor+Y5=z sen? z 
1465. | da, 
1447. q2 A: cos” z 
Vit—1$ 1466. | sen (5 —z px 
A A 
1448. (1422) Yi—at Xx sen (h+x) dx 
” x dx > X *l 
1449. l Viana 1467. | tg3 (5+%) de 
4 4] 
1450, [, az. 1468. (pocos: 
(12 +1) % > da 
y 1469. | rx" 
151%. ( Y y 2--3C08í z 
AS 1470, € = 
13 j cos3 7-2 sen 1c081+ 
1452. W a —9dz. + 2 sen? z 
1453. pr MN ana 
” dz 
Ea jes JA 1472. Vara ara 
1455. (o P422 +2 dz. 178. == 
tg2x4-4 tg 1 
1456. CE A P v cos ax d 
yz y 1 1474. Vasa 
e dx 
AD AAA 
ES y a Y1—ad 1475. | aa j 
, dx ro 
1458, Vr : 1476. 1 asen? zxdz. 


1459.71 a 1477, $ ate de 
| | 


cost zx dz. 1478. | ze** dz. 


1479. 
1480. 


1481. 
1482 
1483. 
1484. 


1485. 


1486. 
1487. 
1488. 
1489. 


£0-1016 


| 
| 
lr 
| 
y 
A 
dara 
Nes 
lan 
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2? 1n e 


rarclg x 
dx. 


(sen z + (sen z cos x)l * 


(tg + - (tg +1) sentz * 


shuchzxdz. 


añ 4 Ñ 


¿E Ss FC 


1490. j dx. 
(e ó 


1491. | dz. 


2% 
1 —4* 
1492. | (2* —4) 1072 dz. 
1493. WÁ Fl dx. 
1494, 23 az, 


1495. Í ?aresenz dr. 


1496. | cos(1nx)dz. 


— 31) sen Óx dz. 


1498. | zarctg (2x +3) dz. 


1499. | arcsen Y z dz. 


1500. | |x| dz. 


| 
1497. ME 
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Capitulo V 
INTEGRAL DEFINIDA 


$ 1. La integral definida como límite de una suma 


1%. Suma integral. Sea f(x) una función definida en ol segmento 
aS<ri<b y a=2 <%< ... <Yp=b una división arbitraria de esle seg- 
mento en z= purtes (fig. 37). La suma de la forma 


n-—i 
Sa ee (81) Az; (1) 


donde 33 LE < Eip15 ÁAT¡= 7141 85; 
¿m= O, 1, 2, es. (n— 1), 
recibe el nombre de suma integral de la función f(z) en [a, b]. S, repre- 


senta geométricamente la suma algóbrica de las áreas de los correspondien- 
tes paralelogramos (véase la fig. 37). 


SS 
ANN 


o QUA 


2. Integral dofinida. El límite de la suma Sn, cuando el 
número a de divisiones tionde al infinito y la mayor de las diferencias Ax; 
tiende a cero, so lama integral definida de la función f(x) entro los límites 
z=a y r=b, os decir, 


n—i 7) 
di Y F(E;) Az¡ = de. 2 
mac y 2 1060 2; y 169 z o 


Si la función f(x) es continua en [a, b], también será integrable cn [a, b), 
es decir, ol límite (2) existo, independientemente del método que se emplee 
para dividir el segmento de integración [a, b] en segmentos parciales y de 
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la elección de los puntos E; dentro de dichos sogmentos. La integral (2), 
dofinida geométricamento, es de por sí la suma algóbrica de las areas de 
las figuras quo forman el trapecio mixtilínco aAB6, on el que las áreas 
do las partes situadas sobre el eje OX se toman con signo positivo, mientras 
que las áreas de las partes que se encuentran bajo el eje OX so toman con 
signo negativo (véase la fig. 37). 


Fig. 39 


La definición de la suma intcgral y de la integral definida se genera- 
Jizan, naturalmente, al caso cuando a >b, 
Ejemplo t. Formar la suma intogral $, para la función 


()=i+a 


en el segmento [1, 10), dividiendo este intervalo cn n partes iguales y 
eligiendo los puntos E, de forma quo coincidan con los extremos izquierdos 
de los segmentos parciales [z;, x¡+(). ¿A qué cs igual el cd Sp! 

n- 


Solución. Aquí a =L == y E=x=2% + id 14. 
De donde f (E1)=1+ 144 . Por consiguiente (fig. 38), 
— Si 9x9 18,81 
t y 
=D) 1G0rm=D)) (247) =P OR A n= 
e 81 (4) ,0, 81 1 ro 1 81 
0404 (1) 8 737 
2) lim 5=58 +. 
n — 00 


Ejemplo 2. Hallar el árca del triángulo mixtilínco, limitado por el 
arco de la parábola y =x?2, cl oje OX y la vertical z=« (a > 0). 


Solución. Dividimos la base a en n partes iguales dr=2 . Eligien- 
do el valor de la función en el comienzo de cada segmonto, tendremos: 


n=0 (E) [AE 7: m=[ 00027”. 
10+ 
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El área de los rectángulos inscritos se calcula multiplicando cada yz por 


la baso A2== (fig. 39). Sumando, obtenemos el área de la figura esca- 
tonada 


(3) ten a...+(002 ]. 


Utilizando la fórmula de la Suma do los cuadrados de Jos números enteros 


n: 
y ya” (a +1) (2n +1) 
E 
h=1 
hallamos 


a% (n— 1) ¿ita 


Sy= Gns 


de donde, pasando al límite, obtenemos:.' 


2S a (n —1)n (2n— 1) 
¡td ia lim 6n3 


On 
8 


Calcular las integrales definidas siguientes, considerándolas como 
límites de las correspondientes sumas integrales. 


d 

1501. y de. 1503. Í x2dz. 
a 
a 

1502. eo 1504. y 2 dz. 


Vo y g son constantes. 


1505*., | zédz. 


Hala 
El: em SAD li 


1506*. Hallar el área del trapecio mixtilíneo, limitado por la 
hipérbola 
o 
y = Y? 


el eje OX y las dos ordenadas: z=a y z=b (0<a<b). 


sen £ di. 


f (1) = 


DL” H 
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$ 2, Calculo de las Integrales definidas por medio de Indeflnidas 


1. Integral definida con el límite superior varia- 
ble. Si la función f(t) es continua en el segmento [a, bj, la función 


Xx 


F (1)= | f0)di 


es una función primitiva de f(x), es decir, 
F' (2) =/f (2) para a <zx<b. 


2. Fórmula de NewtonLeibniz. Si P'(x)=f(x), se tiene, 


12) 
Y 10) d2=F (2) 


b =F (dB) —F (a). 


La función primitiva F (x) se calcula liallando la integral indofinida 
(1) d2=F (2) 4C. 


Ejemplo 1. Hallar la integral 


3 
l al dz, 
—1 
3 
Solución. l 24r= E " =P 
=1 
1508. Sea 
b 
I= |] (b>2>1). 
Hallar: 


dl dl 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 


Xx 23 
1509. P(a)= | ln £ de (2>0). 1511. F (a) == e-P de. 
í x 
D Ya 
1510. F(a)= | VIFTAdt. 1512. I= | cos (1%) di (2 >0). 
x i 
x- 
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1513. Hallar los puntos extremos de la función 


. en 


y = ] dt en cl campo x>>0. 


Utilizando Ja fórmula do Newion-Leibniz, hallar lag siguientes 
integrales: 
a 


1514. 1516. | et dt. 


X 


A 1517. | eos £d. 


T 
0 


Valiéndose de las integrales definidas, hallar los 'límites de 
las sumas: 
=-) 


1518. limo cr 
+4 +AFZ == al hr ha 


| 
í 


1515. 


1549*. lim 0 (+ 


1520. On ZE 2, (p>0). 


npP+1 
N-»00 


Calcular las integrales: 


1 

1521. Í (12: + 3) de. 1527. | APaSTa: 

243242 

8 - y? dy 
1522. | (Y 224V 2) 1528, | y+2 

0 —1 

1 

ÍA Vi A dx 
1523. (q Vi q 1529, | apa=i3 

1 4 

dz 

6 1530. 
1524. | Vz=2dz y 

? aja 

3 1531. Vaya 
1525. VET b ; 

j Var = 

1532. | secta da 

1526. C e pe a 

-=2 6 
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2 T 
En == 
Bn de 
1533. | E. 1540. y te z dz. 
3, 5 s A 
1534. nó = 
o ) PO 1541 e “od 
SA E geo dp 
1535. MI OEx , 
ex 
z 1542. | Ti ardr. 
1536. | costa da, ; 
ó 1543. | ehzde 
3T 
ra 0 
2 
3 in 3 
1537. | sen p do. 1544. en 
a la 2 
é de Tr 
ed | zz: 1545. Y ahi z de 
0 
1539. y 22 ds. 
1 


S 3. Integrales impropias 


197. Integrales de las funciones no acotadas. Si una 
función f(z) no está acotada en ningún entorao del punto e, del segmento 
[a, b], y es continua cuando << y e<z1<b, de acuerdo con la defi- 
nición se supone: 


b c—e v 
Y / (2) dz=lim Y f(2)d24 dim y Hard (1) 
a a € 


Si existen y son finitos los límites del segundo miembro de la igualdad (1), 
la integral impropia recibe el nombre de convergente. en ol caso contrario 
será divergente. Cuando c=a4a o c=b, la determinación se simplifica de la 
forma correspondiente. 

Si existe una función F (zx), continua en el sogmento fa, b] tal, que 
F" (1) =f (2) para z 3 e (primitiva generalizada), se tiene, 


d 
Ñ f (2) dz=F (b)—F (a). (2) 
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Si |f(D|<F (7) para a<z<b y Y F(x) dz convergo, la integral (1) 


ALAS 


también converge (criterio de comparación). 


Si f(0>0 y Jimif (Jer PMj=Az]c00, 437: 0, es decir, f(x) — 


loz" cuando z—">c, tendremos que: 1) si m < 4, la integral (1) es 


convergente, 2) si mo>1, la integral (1) es divergente. 
2”. Integrales con límites infinitos. Si la función f(x) 
es continua para ES co, Se supone que 


00 le] 
' (2) da= Jim ' (o) de (3) 


y según que exista o no exista limite finito del segundo miembro de la 


igualdad (3), la integral correspondienle recibirá el nombre de convergente 
o de divergente, 


Análogamente 
b o pa b 
l f(x) do = im | f(x) dx y y f (2) de lima y Í (2) dz, 


¡ads a 


00 
Si|f(1D!|<F (2) y la integral l F (x) dz converge, la integral (3) tam- 
bién convergerá. Ñ 
Si f(1)>0 y lim [1(1) Y =A4 Ho00, A 3£ 0, es decir, f (1) a cuando 


ZE O, eaes que f) sim >, la integral (3) es a 2) si 
má, la al (3) es divergeuto. 


Ejempl 
Pd Pd 1 1 
z e 
—z= == Lim | lim (1) lim (5=1)=00 
Y Enel a O e 2  n>011 ae n 
la integral es divergente. 
Ejemplo 2. 


29 0 
dx dz 
1 + z2 5 1422 7 =lim (arctg b—arctg 0) => . 


Ejemplo 3. Invostigar la convergencia de la integral de Euler-Polsson 


Ñ e” da, (4) 
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Solución. Se tiene, 
00 1 co 
| e* dr= ) e det e az, 
1 
La primera de las dos integrales del seguudo miembro no es impropia 


y la segunda es convergente, ya que e” <e”* para > 1 y 


e b 
) do =lim ) ex do= Jim (—erd4erl)=e"k; 
b-»00 db. 
por consiguiento, la integral (4) es convorgento. 
Ejemplo 4. Investigar sí es convergente la integral 


Lo o] 


' dz 
Y RT 
1 


(5) 
Solución. Cuando r—>-+00, tenemos: 
FPS: MI E A 
41 1 z 1 3 
Va+ Y = (+3) 2 Vit 2 
Como la integral 
00 
dz 
e i 
í ,2 
es convorgonte, nuestra integral (5) también lo es. 
Ejemplo 5. Investigar si es convorgente la intogral elíptica 
d 
l TZ" (6) 
y AE 
Solución. El punto de discontinuidad de la función subintegral es: 
z=4. Aplicando la fórmula de Lagrange a la diferencia 1— ximm (Í— 2) x 
Xx (1+2x) (1 + 22), obtenemos: 
a at pl 
Va Via, 1 


donde z< z,< 1. Por consiguiente, cuando x—>1, tendremos 


pe a E y: 
Vi—zt 2 i—z y 
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Como la integral 


1 


Ñ 


1 
E 


Jas 


es convergente, la integral dada (6) también convergorá. 


Calcular las siguientes integrales impropias (o determinar su 


divergencia): 


1546. 


1547. 


1548. 


1549, 


1550, 


1551. 


1552. 


1593. 


1554. 


1559. 


1556. 


1 

15 
y VI 
Y" 


JE 


Q 
a] 


8 
E) 


A 
a 


¿an 
== . 
la | 
p pa = 
a a 


al? 


arg e o MA] Des OLAS LAA Ls 


du 

qe 

dx 

ZP . 

dr 
4-hz? 

00 
Ñ dx 
y zi árs+9 
e» 00 


ot. 28 
CA 
l9=) 
[ua] 
8 
2. 
S 


Ser?” ae-roaé e 23 ono o Dog Oot-oma at—2>8 Beal 


dz 
zlaz * 


S2_o.Jny- 


du 
zInz" 


Se_ 20] 


dz 
zlnz 


dx 
zln2z 


ctg x dz. 


e*x de 


arctg z 
7-1 a 


dz 


de 
apt * 


dz 


q3—5g3 * 


(a >1). 


(a>1.). 


(de > 0). 
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Averiguar si son convergentes las integrales: 


100 1 
dz du 
a — "ei 
co 2 
1568. | —— ==: 1572, Y E 
> 2 4 PAS ? in z 
e dx e sen Y 
o q pPQ€LD A 157 e . 
1569 la as 3 ) 2 de 
3 
Ñ z dz 
1570. AT 


1574*. Demostrar que Ja integral de Euler, de 4% especie 
(función beta) 
1 
B(p, )=| 2? (1 —a)t1dz 
es convergente cuando p>>0 y q >0,. 


1575*- Demostrar, que la integral de Euler, de 2% especia, 
(función gamma) 


oo 


T (p) > pane de 
es convergente cuando p_>0. 


$ 4. Cambio de varlahle en la integral definida 


Si la función f(x) es continua en el segmento a<xr<b y z=0Q(t) es 
una función continua conjuntamente con su derivada q'(£), en el segmento 
a<t<fB, donde ep (a) y b=q(B). y la función f[p(t)] es definida 
y continua en el segmonto a <t <P, tenemos 


b B 
| 1a=! TP a. 
a e. 
Ejemplo 4. Hallar 
a 
| a Vd (a > 0). 
0 
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Solución. Hagamos 
z=a sen ft; 


dx ea cos t di. 
z . A 
En este caso, tm=arcson — a Y) por consiguiente, se puede tomar a = 


== arcsen 0=0, f =arcsen 1= => Por lo cual, tendremos: 


a pS 
xl Yal— al de = ' a? sen? ¿Y/23—a?seni tacos tdt= 
0 


Re 


sen 2t dt = 


r JL 
a? 2 

E l 7 | (1—cos 41) dt= 
U 0 


do 


Xx 
2 

a 
=3 (+ —Gson 4£) 1 


1576. ¿Se puede calcular la integral 
| 2 


| Vi=Zdx 


valiéndose de la sustitución z=cos/? 
Transformar las siguientes integrales definidas valiéndose de 


las sustituciones que se indican: 


á 
3 5 
1577. y VzFaz, =21—1. 1579. | PT r=sht. 
z 


Lo, 5 
1578. VES > r=sent. 1580, | taz, z=arctgl. 
El 


1581. Para la integral 
b 
Y /(a)dz  (b>a) 
a 


indicar una sustitución lineal entera 


T==0L- P, 
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que dé por resultado que los límites de integración se hagan 
respectivamente iguales a O y 1. 

Utilizando las sustituciones que se indican, calcular las siguientes 
integrales; 


4 
1582, E g=t, 
8 | Va z 
1583, [ 6-2 A 
. | 271243 dz, I—2= 23, 


3 
in 2 


1584. | VeTI1d,  ei=2 


JT 
dt t 
1585. | pzas tgS=2. 
as 
: dx 
1586. | jasa ' tgr=f, A 
Valiéndose de sustituciones adecuadas, calcular las integrales 
1 In3 
T=¿ x T— 
1587. | AZ az, 1589. | EVE gs, 
Vz 
2 
. 21 e d 
588. | “— az. A 
1588 | — de 1590 VER 
Calcular las integrales: 
3 a 
15 . Sn EA » ES 2 . 
91 | eS 1593 y Vas 2 da 
1 d 2x1 P 
T z 
1592. ) ra 1594. | Ticas: 


1595. Demostrar, que si f(x) es una función par, 
Le] 


f(1)dr=2 | f(x) dz. 
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Si, por el contrario, f(x) es una función impar, 


a 


' Ha) dx=0. 
—a 
1596. Demostrar, que 
' exi de =2 ex? dx = | — dz. 
En v= 
1597. Demoslrar, que 
TY 
1 2 
' di E | senz de 
arccos z A z 
0 0 
1598. Demostrar, que 
7 T 
2 2 
| Í (sen x) dz = | f (cos) dz. 
0 


$ 5. Integración por partes 
Si las funciones u(x) y v(x) tienen derivadas continuas en el 
“segmento la, b], se tiene, 
b bp 
| u (1) v (1) dx=u(x) 0 (2)| — | v(x)u' (2) dx. (1) 
a a a 
Calcular las siguientes integrales, empleando la fórmula de inte- 
gración por partes: 
nÑ 


1599. 


xe* dz. 


| 


cos dz. 4603. 


z 


E 
pia 
0 
el-?2a an .3» toa > 
e] 
E 
(993 
pa 
pa 
¡=p 
8 


1604, 


- 
re] 
8 
¡Sh 
8 


e*cosbrdz (a > 0). 


1605. | e sen bxdx (a>>0). 


seraB om o8 om 28 
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1606**. Demostrar, que para la función gamma (véase el N' 
1575) es válida la fórmula de reducción: 


P(p+1) =pP (p) (p>0). 


Deducir de esto, que TP'(n-Y+1)=n!, si n es número natural. 
1607. Dermostrar, que para la integral 


Es 


Tr 

2 2 
y E | sen” x dx = | cosrzdx 
0 7] 


es válida la fórmula de reducción 


n—i 
Ln = ” In». 


Ballar f,, si n es un número natural. Utilizando la fórmula 
vbtenida, calcular fy3 y 1,0. 

1608. Calcular la integral siguiente (véase el N* 21574), em- 
pleando reiteradamente la integración por partes 


1 
B(p, )=| (12) dz, 
Ú 


donde p y q son números enteros y positivos. 
1609*. Expresar por medio de B (función beta) la integral 


Fm,n=)Y Sen” cos” dz, 


etorTanNia 


si 71 y rn son números enteros no negativos. 


S 6, Teorema del valor medio 


47. Acotación de las integrales. Si f(x)<7F (2) para 
a<x<ób, se tiene 


4 b 
| fa) dz < | F(z) de. (4) 
a a 
Si f(x) y p (zx) son continuas para a <zx<b y, adomás, p (1) > 0, se tiono, 
Dd 0 b 
mi p(2)dz< | 10) 9 (2) do <m | 9 (2) dz, (2) 
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donde m es el valor mínimo absoluto y M el valor máximo absoluto de la 
función f(x) en el segmento (a, bl 
En particular, si y (1) =4, se tiene 


b 
m (ba) < | 1() 42 <Mb—a) 6) 


a 


Las desigualdades (2) y (3) se pueden sustituir respectivamente por sus 
equivalentes igualdades: 


d b 
Ñ (0 pla) d2m1(0) | ota ds 
a Ga 


13) 
Y 162) d2=1 (E) (0—a) 


donde e y E son números que se cncuentran entre a y b. 
Ejemplod. Acotar la integral 


7 
il = | V 1+2 sentado. 
Ú 
Solución. Como 0 < sen? zx < 1, tendremos: 


sí T 3 
PUSE VE 


1157<1<1 9H. 
2. Valor medio de la función. El número 


es decir, 


b 
=— l f (5) dz, 


se llama valor medio de la función f(x) en el segmento e <<). 


1610*. Determinar el signo de las integrales siguientes. sin 
calcularlas: 


21 


2 
a) | 3 dx; c) a 


xn 
b) ' z 009 x dx; 
A 
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1611. Determinar (sin calcularlas) cuál de las siguientes inte- 
grales es mayor: 


1 1 
a) y VIA dz o | zda; 
0 


1 
z* senta dx o xsen*zxdz; 


MAIN SAS 


2 
ex dz O | er dz, 
í 


Hallar los valores medios de las siguientes funciones en Jos seg- 
mentos que se indican: 


1612. f(1) =x**, 0Osxr<l. 
1613. f(x) =a+bcosz, —IETAT. 
1614. f(x) ==sen? zx, OSIS<T. 
1615, f (x) =sen! x, OSTIMN. 
1 
dx ne. . 
1616. Demostrar, que la y VIF7=ZA está comprendida entre 


220,67 y 720,70. Hallar el valor exacto de esta integral. 
Acotar las integrales: 


xr 
z 
1617. y VER de. 1620*. y =V ig zdz. 
0 0 
Ll 
1618. Ñ a 1621. 2202 dz. 
1 T 
7 
2 d 
y X 
1619. | Op Ii . 


1622. Integrando por partes, demostrar que 
20071 ¿ 
yo COSsz 
02 | > 
1007 
111016 
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S 7. Areas de las figuras planas 


1. El área en coordenadas cartesianas. Si una: curva 
continua se da en coordenadas cartesianas nor la ecuación y =f (1) [f (1) > 0], 
el área del trapecio mixtilíneo, limitado por dicha curva, por dos verticales 
on los puntos z=«a y z==b y por el segmento del eje de abscisas a <zx <b 
(tig. 40), se determina por la fórmula 


12) 
S= | f(x) dz. (1) 


Ejemplo 1. Calcular el área de la' figura limitada por sa parábola 
y=>5 , por das rectas x==1 y 2=3 y por el eje de abscisas (fig. 41). 


« 


Fig. 40 Fig. 41 


Solución. El área que se busca se expresa con la integral 


Ejomplo 2. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
z=2=y=—y? y el eje de ordenadas (fig. 42). 

Solución. En este caso están cambiados los ejes de coordenadas y, 
por consiguionto, el área que se busca se expresa con la integral 


1 


¿ 
S= | (2—y—y?) dy=4>, 
“A 
donde los límites de integración y¡=—2 e y2=1 son las ordenadas de los 


puntos de intersección do la curva dada con el eje de ordenadas, 
En un caso más genoral, cuando el área S de la figura está limitada 
por dos curvas continuas y=f,(x) e y=f2(z) y por dos verticales z==a 
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y 2a=b, donde f¿ (2) < fo (1) para a <x<b (fig. 43), tendremos: 
b 
s=| hh (21d. 2) 


Ejemplo. 3. Calcular el área S de la figura plana comprendida 
entre las curvas 


y=2—3% e yi=a2 (3) 

(fig. 44). 
Solución. Resolviendo simultáneamente el sistoma de ecuaciones (3), 
hallamos los límites de integración: 1=-—d y r2=1. Do acuerdo con la 


fórmula (2), obtenemos: 
i Ñ a 

S= | (Q—a2— 218) da = (25 -G-— ss 25) =2%. 

-1 


Si la curva se da por ecuaciones en forma paramótrica, z=9 (1), y = p(t), 
el área del trapecio mixtilíneo, limitado por esta curva, por dos verticales, 


Fig. 42 


x=«a y z=b respectivamente, y por el segmento del eje OX, se expresará por 
la integral 
ta 
S= | Y (1) y (1) de, 
éx 
donde t, y lo se determinan de las ecuaciones 
a= (1) y b=Q(t2) [y (t) >0 en ol segmento [?y, tal]. 
Ejemplo 4. Hallar el área de la elipse S (fig. 45), utilizando sus 
ecuaciones paramétricas 
I=acCcost, 
y =b sent. 


Solución. En virtud de la simetría será suficiente calcular el área 
de una cuarta parte y, después, cuadruplicar el resultado. Poniendo en la 


114 


164 Integral definida 


ecuación 2==a cost primero z=0 y después z=a, obtendremos los límites 


de integración: => y ty=0. Por lo que 


rab 


sen? t di = 
4 


| va 
e 


ou n|a 


0 

= | b sen e (—sen t) dt =ab 
A 
2 


y, por consiguionte, $ =xab. 
2. El área en coordenadas polares. Si la curva continua 
so da en coordenadas polares por una ecuación r=f (q), el área del sector 


AOB (fig. 46), limitado por ol arco de la curva y los dos radios polares 
( . y e correspondientes a los valores y, 4 y q2==PB, so expresa por la 
integra 


B 
s== | [1 (o) dq. 


Q 


Ejemplo 5. Mallar el área de la figura limitada por la lemniscata 
de Bernouili r2=a* cos 2p (fig. 47). 


B 
raf (6) 


Areas de las figuras planas 165 


Solución. Como la curva es simétrica, delerminamos primero el 
área de uno de sus cuadrantes 


p?2 


T 
Ey 

1 S 1 a 

EN A a cos 29 dp=— pe TS 
0 


De donde S =a2, 


“1623. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y=4x—a? y el eje de abscisas. 
A624. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
y7 Mz, el eje OX y la rocta r=—e. 
1625*, Hallar el área de la figura limitada por la curva 
x(2—1)(1—2) y el ejo OX. 
1626. Hallar el área de la figura limitada por la curva y! =1x, 
la recta y=1 y la vertical x=8. 
1627. lar el área de la figura comprendida entre una 
semionda de la sinusoide y=senx y el eje OX. 
1628. Calcular el árca de la figura comprendida entre la curva 
y=tgx, el ejo OX y la recta =>. 
1629. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér- 
bola zy=m?, las verticales z=a y z=3a (a>0) y el eje OX. 
1630. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 


3 
de Agnesi U=hzz= y el eje de abscisas. 


1631. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
y=x?*, la recta y=8 y el eje OY. 

1632. Hallar el área de la figura limitada por las parábolas 
y =2px y 12?=2py. 
) 1633. Calcular cl área de la figura limitada por la parábola 
y3+21-x? y la recta y= —z. 
J 1634. Calcular el área del segmento de la parábola y=x*, 
que corta lá recta y=3— 2. 

1635. Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 


2 
bolas y =x?, y=3 y la recta y=2z. 
1636. Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 
ql a 
bolas y=>3 0 y=4=32 : 
1637. Calcular el área de la figura comprendida entre la curva 


4 A ql 
Fa Y la parábola y=-3-. 
1638. Calcular el área de la figura limitada por las curvas 
y=e*, y=e* y la recta z=1. 


de Agnesi y= 
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1639. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola 
2 
S-A=1 y la recta z=2a. 
1640*. Hallar el área limitada por la astroide 
2 2 2 
234. y3= 3, 


1641. Hallar el área de la figura comprondida entre la catenaria 


T 
y=ach=, 


el eje OY y la recta y=>3 (e* +4). 


1642. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
ay? =*e? [lal— q?). 

1643. Calcular el área de la figura comprendida dentro de la 
curva 


O 


1644. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér- 
bola equilátera x?-—y?=9, el eje OX y el diámetro que pasa por 
el punto (5; 4). 

1645. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 

> el eje OX y la recta z=1 (x > 1). 

1646". Hallar el área de la figura limitada por la cisoide 
== y Su asíntota x= 2a (a > 0). 

1647*. Hallar el área de la figura comprendida entre el estro- 
foide yo = HE y su asíntota (a > 0). 

1648. Calcular el área de las dos partes en que la parábola 
y? =2z divide al circulo 21? +y?=8. 

1649. Calcular cl área de la superficie comprendida entre la 
circunferencia 22 + y2?2=16 y la parábola z?=12(y—1). 

1650. Hallar el área contenida en el interior de la astroide 


y = 


x=acos* 1; y=bsen e, 


1651. Hallar el área de la superficie comprendida entre el eje 
OX y un arco de la cicloide 


xr=a (t—sent), y=a(1—cos!). 
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1652. Hallar el área de la figura limitada por una rama de la 
trocoide 
x=at—bsent, 


y=a—óbcosií (<b<a) 


y la tangente a la misma en sus puntos inferiores. 
1653. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 


z=a (2003 (-—cos 2£), 
Poma ¿— sen 21). 


1654*, Hallar el área de la figura limitada por el lazo del 


folium de Descartes 
dat. 3at2 


1418? 9 TIE" 

1655*. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 
r=4 (1 + cos q). 
- 1656*, Hallar el área comprendida entre la primera y segunda 
espira de la espiral de Arquímedes r=ag (fig. 48). 


T= 


1657. Hallar el área de una de las hojas de la curva 
r=ac0s 2. 


1658. Hallar el área limitada por la curva r?= a? sen 4e. 
1659*. Hallar el área limitada por la curva r=a sen 3p. 
1660. Hallar el área limitada por el caracol de Pascal 


r=2-+4-0083 p. 
1661. Hallar el área limitada por la parábola r=0 set E 
y las semirectas p= + y p=>. 
1662. Hallar el área de la figura limitada por la elipse 


"=p (0<e.<1!). 
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1663. Flallar el área de la figura limitada por la curva 
r=2acos3p, que está fuera del circulo r=a4. 
1664*. Hallar el área limitada por la curva 2*t4+y*t=x*-+ y. 


$ 8. Longitud del arco de una curva 


1%. Longitud del arco en coordenadas rectangula- 
res. La longitud s del arco de una curva regular y=f(x), compreadida 
enbre dos puntos cuyas abscisas sean x=a y «=b, es igual a 


a 
s=1 VIE de. 
b 
Ejemplo 41. TMallar la longitud do la astroide 2724 y*Y8=a?/s 


(Mig. 49). 
Solución. Derivando la ecuación de la astroide, tendremos 


1/3 


Por lo cual, para la longitud del arco de un cuarto de astroide, tenemos: 


a a 
4 ys aa 3 
qe! V 14 dl doma. 


0 0 


De donde, s=6a. 
2%. Longitud del arco de una curva dada en forma 
paramétrica. Si la curva se da en ecuaciones de forma paramétrica 


Fig. 49 F ig. 50 


z=0Q (1) e y=w(t) (en que q (2) y p(t) tienen derivadas continuas), la lon- 
gitud s del arco de la curva será igual a 


lg 
s=1 VETE 
11 


donde $, y t2 son los valores del parámetro correspondientes a los extremos 
del arco. 


Longitud del arco de una curva 169 


Ejemplo 2. Hallar la longitud de un arco de la cicloíide (fig. 50). 
z=a (t —sen t), 
y =4 (1 —cos 1). 


z d 
Solución. Tenemos a =% a (1—cos t) o y == i=a sen t. Por lo 


dt 
cual 
271 27 
e Va —cos pad senti dt =20 | sen y dt 84. 


Los límites de integración t¿=0 y tfto=2x corresponden a los puntos 


extremos del arco de la cicloide, 


Fig. 51 


Si una curva regular viene dada por una ecuación r=f(«) en coorde- 
nadas polares r y q, la longitud s del arco será igual a 
B 


==] VER, 
o 


donde a y f son los valores del ángulo polar en los puntos extremos 
del arco. 
Y 


Ejemplo 3. Hallar la longitud total de la curva [r=a sen? > 


(fig. 51). Toda la curva está descrita por el punto (r, p) al variar p desde 0 
hasta 3n. 


'" Solución. Tenemos r'mma sen? E cos, por lo cual, la longitud 
de todo el arco de la curva será 
371 Pg —_—— 37 3 
dE APA AS E A A NA | AS 
s Y Y) soni -E-+a2 son 3 Cos 3 dp=a A sent dp . 


de 


0 0 
1665. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
y?=x* desde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas coor- 


denadás son r=4, y=68. 
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1666*. Hallar la longitud de la catenaria y=a ch = desde el 
vértice A(0; a) hasta el punto B (b; h). A 

1667. Calcular la longitud del arco de la parábola y=2V1x 
desde z=0 hasta 21. 

1668. Hallar la longitud del arco de la curva y=—e*, compren- 
dido entre los puntos (0; 1) y (1; e). 

1669. Hallar la longitud del arco de la curva y=lnz desde 
z=V3 hasta z=V 8. 

1670. Hallar la longitud del arco y«==arc sen (e”*) desde x=0 
hasta z=1. 

1671. Calcular la longitud del arco de la curva z=ln sec y, 


comprendido entre y=0 e y= > z 


1672. Hallar la longitud del arco de la curva ¿== y?—= In y 


desde y=1 hasta y=.4€. 
1673. Flallar la longitud del arco de la rama derecha de la 
tractriz 


r= Y a*—y? +a ln 


desdo y=a hasta y=b(0<b<a). 

1674. Hallar la longitud de la parte cerrada de la curva Y9ay? = 
=z (1— 3a)?. 

1675. Hallar la longitud del arco de la curva y=1m(cth 5) 
desde r=a hasta z=b(0<a< b). 

1676*. Hallar la longitud del arco de la evolvonte del círculo 


a+ Y a3— y? 
y 


= tl t), 
de ] desde ¿=0 hasta ¿=7. 
y =a (sen ¿— cost) 


1677. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse 
2=2 cost; y=5 sen? 1 (c? = 4? —b*). 


1678. Hallar la longitud de la curva 
z=a (2 cos: —cos 2t), 
y = € (2 sen t — sen 21). 


1679. Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de 
Arquímedes r = a. 
1680. Hallar la longitud total de la cardioide 


r=a4 (14 cos q). 
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1681. Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola 
r=a sect E , cortada de la misma por la recta vertical que pasa 


por el polo. 
1682. Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbólica 
rp=1 desde el punto (2; 7) hasta el punto (>: 2) a 


1683. Hallar la longitud del arco de la espiral logarítmica 
r =aem0 (m > 0), que se encuentra dentro del círculo r=a. 
1684. Hallar la longitud del arco de la curva 


o=3[(»+ 2) desde r=14 hasta r=3. 


5 9. Volúmenes de cuerpos solidos 


149 Volumen de un cuerpo de revolución. Los volúmenes 
de Jos cuerpos engondrados por Ja revolución de un trapecio mixtilíneo, 
limitado por una curva y="f (x), el eje OX y dos verticales rasa y z=b, 
alredodor de los ejes OX y OY, se expresan, respectivamente, por las fórmulas: 


b bd 
1) Vx=x | yldz, 2) Vy=2x WE dz *). 
a a 


Ejemplo tf. Calcular los volúmenes de los cuerpos engendrados por 
la rotación de la figura, limitada por una semionda do la sinusoide 
y =sen = y por el segmento 0 <x.<x del eje OX alrededor: a) del eje OX 
y b) del eje OY. 

Solución. 


T 72 
a) Vi=rn | sen z dz =-> ; 
0 
T 
b) Vy =2x | z sen x dx =2x1 (—z cos + sen z)5 =2n2, 
0 


El volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor dol eje OY 
de la figura limitada por la curva x= g(y), el eje OY y las dos paralelas 


*) Sea un cuerpo engendrado por la revolución alrededor del eje OY de 
un trapecio mixtilínco, limitado por la curva y=¿(2) y por las rectas 
z=4a, z=b e y=0. Como elemento del volumen de este cuerpo se toma el 
volumen de una parte del mismo, engendrada por la rotación alrededor del 
eje OY de un rectángulo de lados y y dz, que se encuentra a una distancia z 
dol eje OY. En coste caso, el ciomento del volumen es: 


b 
dV y =2n xy dz, de donde Vy =2x | zy dz. 
Q 
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y=ce e y=d, puede determinarse por la fórmula: 
d 
Vy=x | a? dy, 
ec 
que ye obtiene de la fórmula 1), expuesta anteriormente, permutando las 
coordenadas z e y. 
Si la curva se da de otro modo (en forma paramótrica, en coordenadas 


polares, ctc) en las fórmulas anteriores hay que hacer el correspondiente 
cambio de variable de integración. 


Fig. 53 


En ol caso más general, los volúmenes de los cuerpos engendrados por 
la rotación de una figura, limitada por las curvas y,=f,(x) e ya =f2 (2) 
(siendo f, (1) < fotx)) y por las rectas z=a, z=b, alrededor de los ejes de 
coordenadas OX y OY, serán respectivamente 


db 
Vx= | (y3— y1) dz 
a 


b 
Vy=2x1 ' z (Yo —1,) de. 


a 


Ejemplo 2. Hallar el volumen dol toro, engendrado al girar el 
círculo 22 + (y —b)2< a2 (0 > a) alrededor del eje OX (fig. 52). 
Solución. Tenemos: 
yy =b— Y a=22 e yy=b-w- Ya 22. 
Por lo cual 
a 3 
Vr=nk l d+ Y a2— 12938 —(b— Y a2— q2)2] de = 


—a 
a 


=4mb VI de =21%a% 
q 
esta última integral se resuelve haciendo la sustitución ==ae sen t). 
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£l volumen de un cuerpo, obtenido al girar un sector, limitado por un 
arco de curva r=fF (() y dos radios polares p=a, p=P, alrededor del ejo 
polar, so puede calcular por la fórmula 


B 
Vp=3 | r3 sen p de. 
a 


Esta misma fórmula es cómodo aplicarla cuando se busca el volumen 
de cuerpos engendrados por la rotación, alrededor del eje polar, do figuras 
limitadas por cualquier curva cerrada, dada en coordenadas polares. 

Ejemplo 3. Determinar e] volumen engendrado por Ja rotación de 
la curva r=asen 2p alrededor del eje polar. 

Solución, 


ze 
2 


32 as 4 3 64 3 

=-3 na | scn* p cos Pdp= 35 Y A 

22 Cálculo de los volúmenes de Jos cuerpos sólidos 

cuando se conocen sus secciones transvorsales. Si 

S=8S (x) es el área de la sección del cuerpo por un plano, perpendicular a 

una recta determinada (que se toma como eje OX), on el puvto de abscisa z, 
el volumen de este cuerpo será igual a 


*g 


V= ( S (1) dz, 
4 
donde z, y z, son las abscisas de las secciones extremas de dicho cuerpo. 

Ejemplo 4. Determinar el volumen do una cuña, cortada de un 
cilindro circular por un plano, que pasando por el diámetro de la hase 
está inclinado respecto a ella, formando un ángulo a. El radio de la base 
es igual a R (tig. 53). 

Solución. Tomamos como eje OX el diámetro de la base, por el que 
pasa el plano de corle, y como eje OY el diámetro de la hase, perpendi- 
cular al anterior. La ecuación de la circunferencia de la base será 224 y2 = R?, 

El área de la sección ABC, que se encuentra a la distancia x= del 
origen de coordenadas O, será igual a 


1 o y 
S (1) =ar. AÁABC z AB: BC ==5 YY ty 4-7 tg O. 
Por lo que el volumen que se busca de la cuña, es 
R R 
1 2 
V=2 Ss l y? tgadr=tg a l (112 —2%) dr == tg a KO. 
Ó ' 


1685. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación, 
alrededor del eje OX, de la superficie limitada por el eje OX y la 
parábola y = az — z? (a > 0). 
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1686. Flallar el volumen del elipsoide, engendrado por la 
rotación de la elipse -+¿y=1 alrededor del eje OX. 


1687. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la suporficie limitada por la catenaria 


y=abhZ, el eje OX y las rectas x= «| £. 


1688. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la curva y=sen*x, en el intervalo z=0, 
hasta r=1. 

1689. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
superficie limitada por la parábolá semicúbica y? =u%, el eje OX 
y la recta z=1, alrededor del eje OX. 

1690. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la: 
misma superficie del problema 1689, alrededor del eje OY. 

1691. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
las superficies limitadas por las líneas y=e*, 2=0 e y=0, 
alrededor: a) del eje OX y hb) del eje OY. 

1692. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor del eje OY, la parte de la parábola y? =4azx, que intercepta 
la recta r=a4: 

1693. Flallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor de la recta x=a, la parte de la parábola y*=4ax, quo se 
intercepta por la misma recta. 

1694. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor de la recta y=-—p, la figura limitada por la parábola 
y¿=2pz y por la recta =>. 

1695. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la superficie comprendida entre las pará- 
bolas y=x3?* e y=V 2. 

1696. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor del eje OX, el lazo de la curva (x—4a) y? =azx (x— 3a) (a >0). 

1697. Hallar el volumen del cuerpo que se engendra al girar 


3 
la cisoide y — , alrededor de su asíntota x= a. 


1698. Hallar el volumen del paraboloide de revolución, si el 
radio de su base es RR y su altura es H. 

1699. Un segmento parabólico recto, de base igual a 2a y de 
altura A pira alrededor do su base. Determinar el volumen del 
cuerpo de revolución que se engondra («limón» de Cavalieri). 

1700. Demostrar, que el volumen de la parte dol cuerpo de 
revolución, engendrado al girar la hipérbola equilátera x*— y? =a* 
alrededor del eje OX, que intercopta el plano z=2a, es igual al 
volumen de una esfera de radio a. 
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1701. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
la figura limitada por un arco de la cicloide 


“"2=a (1 —sen it), y =a (1 —cost) 


y por el eje OX, alrededor: a) del eje OX, b) del eje OY y 
c) del eje de simetría de la figura. 

1702. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
astroide z=acos*t, y =bsen?: alrededor del eje OY. 

1703. Hallar el volumen del cuerpo que resulta de la rotación 
de la cardioide r=a(1-++cos q) alrededor del eje polar. 

1704. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
curva r=ac0s q alrededor del eje polar. 

1705. Hallar el volumen. del obelisco, cuyas bases paralelas 
son rectángulos de lados A, B y a, b y la altura igual a A. 

1706. Hallar el volumen del cono elíptico recto, cuya base es 
una elipse de semiejes a y 5 y cuya altura es igual ah. 

1707. Sobre las cuerdas de la astroide x%/3 +- y?s =: a?/s, paralelas 
al eje OX, se han construido unos cuadrados, cuyos lados son 
iguales a las longitudes de las cuerdas y los planos en que se 
encuentran son perpendiculares al plano XOY. Hallar el volumen 
del cuerpo que forman estos cuadrados. 

1708. Un círculo deformable se desplaza de tal forma, que uno 
de los puntos de su circunferencia descansa sobre el eje OY, el 


2 2 
centro describe la elipse += l, mientras que el plano del 


círculo es perpendicular al plano XOY. Hallar el volumen del 
cuerpo engendrado por dicho circulo. 

1709. El plano de un triángulo móvil permanece perpendicular 
al diámetro fijo de un círculo de radio a. La base del triángulo 
es la cuerda de dicho círculo, mientras que su vértice resbala por 
una recta paralela al diámetro fijo, que se encuentra a una dis- 
tancia h del plano del círculo. Hallar el volumen del cuerpo 
(llamado conoide) engendrado por el movimiento de este triángulo 
desde un extremo del diámetro hasta el otro. 

1710. Hallar el volumen del cuerpo limitado por Jos cilindros 
124 z3=a? e y + 22=a?, 

m4. Hallar el volumen del segmento del paraboloide elíptico 

EAS z interceptado por el plano z=a. 

1712. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el hiperbo- 
loide de una hoja A+ FF! y los planos z=0 y z=4. 

a “a 


1713. Hallar el volumen del elipsoide + E ——eml, 
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S 10. Area de una superficie de reyoluclon 


El área de una superficio engeadrada por la rotación, alrodedor del eje 
OX, del arco de una curva regular y =f (2), entro los puntos r=a« y z=b, 
se expresa por la fórmula 


d b 
S y ==2x | y dr=22 | y Vi+y?dx (1) 
a a 


(ds es la diferencial del arco de la curva). 

Cuando la ecuación de la curva se da de otra forma, el área de la 
superficio Sy 3e obtienc de la [órmula (1), efectuando los correspondientes 
cambios do variables. 


Y 
ds 


Fig. 54 


Ejemplo 41. Hallar el área do la superficie engendrada al girar 
alrededor del eja Ox, el lazo de la curva 


Iy?=x (3— 2)2 (fig. 54). 
Solución. Para la parte suporior de la curva, cuando 0<zx<J3, 
tenemos: y=3 (02) Yzx. Do aquí que la diferencial del arco ds= 
= A dx. Partiendo de la fórmula (1), el área do la superficio será 


2 Yz 


Ejemplo 2. Hallar el área de la superficie engendrada al girar un 
arco de la cicloide +==a(t—sent) y=a(í—cos t), alredodor de su eje de 
simetría (fig. 55). 

Solución. La Superficie que so busca está engendrada por la rota- 
ción del arco OA alrededor de la recta AB, cuya ecuación es z=xXx«a. 
Tomando y como variable independiente y teniondo en cuenta que el eje de 
rolación AR está desplazado con respecto al ejo de coordenadas OY a una 
distancia ita, tendremos 

24 - 
5 
S=21n Ñ (tra — x) dy dy. 
0 


+ 


Area de una superjicie de revolución 17 


Pasando a la variable £, obtenemos: 
Tí 


dx y? dy 2, 
S=2x l (sa — at + a son t) (5) + (3) dt= 
0 


E 

Ñ l 
= 21 | (ra — at +a sen t) la sen y dt= 
0 


1 
= 4142 ] (sen y — E sen y -+Esen t sen y) dt = 


- t t É 4 E 4 
a. 2 os Ao a o > rl A 4 p coo MD 2. 
= 4xa | 211 COS y lt eos 1 Sen + + y Sen 7 |, Sn (« 7)0 


. 1714. En la fig. 56 se dan las dimensiones de un espejo para- 
bólico AOB. Hay que hallar la superficie de este espejo. 


y 


F ig. 56 


1715. Hallar el área de la superficie del «huso», que resulta 
al girar una semionda de la sinusoide y=senzx alrededor del 
eje OX. BN 

1716. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la parte de la tangentoide y=tgx, comprendida entre z=0 
y cm, alrededor dol eje OX, 


1717. Hallar el área de la superficie engendrada por la rota- 
ción, alrededor del eje OX, del arco de la curva y=e"* compren- 
dido entre =0 y r= +o0. 

1718. Hallar el área de la superficie (denominada catenoide), 


engendrada por la rotación de la catenaria y=ach—= alrededor 
del eje: OX, entro los límites 1==0 y r=a. 
121016 
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1719. Hallar el área de la superficie de revolución .de la 
astroide x*/3s + y*/s =a*/s alrededor del eje OY. 
1720. Hallar el área de la superficie de revolución de la curva 


2=2y—+Ihy alrededor del ejc OX, comprendida entre y=1 


e Y=C. 
1721*. Hallar el área de la superficie del toro engendrado por 
la rotación del círculo 2? + (y— b)? =a? alrededor del eje OX (> a). 
1722. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 


elipse 4-4 =1 alrededor: 1) del eje OX; 2) del eje OY (a>b). 


1723. Hallar el área de la superficie engendrada al girar uno 
de los arcos de la ciclojde x= a (¿—sen t), y=a(1—cost) alrede- 
dor: a) del eje OX; b) del eje OY; c) de la tangente a la cicloide 
en si punto superior. 

1724. Hallar el área de la superficie engendrada por la rota- 
ción, alrededor del eje OX, de la cardioide 


r=a(2c0s t —eos 21), 
y =4 (2 sen ¿ — sen 21). 


1725. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 
lomniscata r?=a*cos2p4 alrededor del eje polar. 

1726. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la cardioide r=2a (1-+cos p) alrededor del eje polar. 


$ 11. Momentos, Centros de gravedad. Teoremas de Guldin 


1%, Momento estático. Se denomina momento estático do un punto 
material A, de masa m, situado a una distancia d del ejo 1, con respecto 
a este mismo ejo !, a la magnilud 


M, = má. 


Recibe el nombre de momento estático de un sistema de n puntos mate- 
rialos, de masas 7,, Mz, ..., Mp, situados on el mismo plano que el eje !, 
con respecto aji cual se toman, y Separados de él por las distancias 

1» da, .,. da la suma 


a 
M¿= Y mida, (1) 


i=1 


debiendo tomarse las distancias de los puntos que se encuentren a un lado 
del eje ¿ con signo más (+). y Jos que estén al otro, con. signo menos (—). 
Do forma anúloga se determina el momento estático de un sistema de puntos 
con respecto a un plano. 

Si la masa ucupa continuamente toda una Jínca o una ngura del plano 
XOY, los momentos estáticos My y My respecto a los ejes de coordenadas 
OX y OY, en lugar de la suma (1), se expresan por las correspondientes 
ba Cuendo se trata de figuras geométricas, la densidad se considera 
igual a la unidad. 
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En particular: 4) para la curva z= ($); y=y(s), donde el parámetro s 
es la longitud del arco, tenemos: 


L L 
Mmm y (s) ds; My =! zx (s) de (2) 
Y 


(ds = V (dx)24 (dy)? es la diferencial del arco); 
2) para una figura plana, limitada por la curva y=y(z), el eje OX 
y dos verticales z=a4a e y=b, obtenemos: 


b b 

4 LU 
Mx=>3 Ny lo dz: My =| 21y|dz. (3) 

a a 


Ejemplo td. Hallar los momentos estúticos, respecto a los ejes OX 
y OY, del triángulo limitado por las rectas: 


E ON o a . 
=+F >=!» z=0, y=0 (fig. 57). 


Solución. En este caso, y==b (1-2) . Aplicando la fórmula (3), 
obtenemos: 


a 
2 2 2 
0 


a 


fig] 2 (1-2) dr ee 


2%, Momentos de inerc ja. Se denomina momentodeinercia, respecto 
a un eje 1, de un _punto material de masa m, situado a una distancia d 
de dicho eje 1, al número f;=mal, 


Fig. 57 


_ 5e da el nombre de momento de inercia, respecto a un eje !, de un 
sistema de n puntos matoriales, de masas m,, mz, ... my, a la suma 


n 
f.= > md, 


i=$ 


12 
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dondo d,, da, .... dy, son Jas distancias desde los puntos al eje 7. Cuando 
la masa es continua, en lugar de la suma, obtendremos la integral corres- 
pondiente. 

Ejempio 2, Hallar el momento de inercia do un triángulo do base b 
y altura h, respecto u su propia base. 

Solución. Tomamos lá base del triángulo como eje OX y su aJtura 
como ejv OY (fig. 58), 

Dividimos el triángulo en fajas horizontales infinitamente delgadas, 
de espesor dy, que juegan el papel de masas elementales dm, Empleando la 
semojanza de triángulos, obtenemos: 


h —y 


dm«=b n dy 
y 
b. 
dl y =y* dm ==> (h —y) dy. 
De donde 
b - 4 
e TZ ih= =— bh5 
Py 7 Y y) dy AS 
0 


3, Centro de gravedad. Las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana (ya sea arco o superficie) de masa MM, se calculan por las 
fórmulas 


=> y=h2 2 


lloude My y My son los momentos estáticos de las masas. Cuando se trata 
«de figuras geométricas, la masa M es numéricamente igual al correspondiente 
arco o al ároa. ; pit ta 

Para las coordenadas dol contro de gravedad (x,:y) de un arco de curva 
plana y=/(2) (a<z<b), que une los puntos A(a; fla) y B(b;1(b)), 
tenemos 


B b B AA 
f zds | V1+qy7Y dx Vyds Y y Vi+ (yy dz 
=¿A an , j=i e 


b b Ñ 
Ss VIEW dz | VIFGY) dz 


Las coordenadas del centro de e (z. y) del trapecio mixtitíneo 
azzu<b, 0<y <] (2), so pueden calcular por las fórmulas 
b 


b 
l xy dz + | Y dz 
—_ 4 E A 


y 
donde S= l y dz es ol área de la figura. 


Fórmulas análogas se emplean para hallar las coordenadas del] centro de 
gravedad de los cuerpos sólidos. 
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Ejemplo 3. Hallar el centro de gravedad del arco de la somicircun- 
ferencia 22+y2=a2 (y > 0) (fig. 59). 
Solución. Tenemos 


ya= Vai 28, Ñ pal 


j ia 
y 
rr ar dz 
ds = V 1 yy => , 
Vi+ (5 Va=a 
De donde 
n a 
Dd az 
My = zds= p == (, 
TY VR 
a a 
4] fp dz 
My= ds = JA A 
x y $ !] Va == 
e d 
a dz 
M= l == me 


Por consiguiente, 


4% Teoremas de Guldin. 


Teorema 1% El área de la superficie engendrada por la rotación del 
arco de una curva plana alrededor de un eje, situado en el mismo plano 


F ig. 59 


que la curva, pero que no se corta con ella, cs igual al producto de la 
longitud de dicho arco por la longitud de la circunierencia quo describe el 
centro de gravedad del mismo. 


Teorema 2”. El volumen del cuerpo engondrado por la rotación do 
una figura plana airededor de un eje, situado en el mismo plano que la 
figura, pero quo no se corta con olla, es Igual al producto del área de dicha 
figura por la longitud de la circunforencia que describe el centro de grave- 
dad de la misma. 
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1727. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes de coor- 
denadas, del segmento de la línea recta 


comprendido entro dichos ejos de coordenadas. 

1728. Hallar los momentos estáticos del rectángulo de lados 
a y b, respecto « estos mismos lados. 

1729. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del triángulo 
limitado por las rectas: z+y=a, z=0 e y=0. 

1730. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 
astroide 

as + = a/a, 


situado on el primer cuadr ante. 
1731. Hallar el momen to estático de la circunferencia 
r= Za seno, 


respecto al eje polar. 
1732. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la catenaria 


z 
y =ach = 


comprendido entro 1=—a y z=4. 

1733. Hallar el centro de gravedad del arco de circunferencia, 
de radio a, que subtiende el ángulo 2a. 

1734. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco de la cicloide 

x=a(t—sent), y=a(1—cost). 
1735. Flallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
3 

figura limitada por la elipse + =1 y por los ejes de coor- 
denadas OX y OY (2>0, y >0) (0<t<2x). 


1736. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las Curvas 


y=x4% y=Vz. 


1737. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por el primer arco de la cicloide 


x=a(t—sent), y=a(í-—cos £) 
y por el eje OX,. 
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1738**, Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a, 
con el centro en el origen de coordenadas, situado sobre el pia- 
no XOY. 

1739**, Hallar el centro de gravedad de un cono circular recto, 
homogéneo, si el radio de la base es r y la altura es ». 

1740**, Hallar el centro de gravedad del hcemisforio de una 
bola homogénea de radio a, con el centro en el origen de coorde- 
nadas, situado sobre el plano XOY. 

1741. Hallar el momento de inercia de una circunferencia de 
radio a, respecto a su propio diámetro. 

1742. Hallar el momento de inercia de un rectángulo de lados 
a y b, respecto a estos lados. 

1743. Hallar el momento de inercia de un segmento parabólico 
recto, respecto a su eje de simetría, si la base es 2b y la altura es f. 

1744. Hallar el momento de inercia de la superficie de la 


: 2 y? Lie yd 
elipse + a=1, respecto a sus ejes principales. 


1745**, Hallar el momento polar de inercia de un anillo circu- 
lar de radios Ft, y R2 (4, < Nilo), es decir, el momento de inercia 
respecto al eje que pasa por el centro del anillo y es perpendicu- 
lar al plano del mismo. 

1746**, Hallar el momento de inercia de un cono circular recto, 
homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es RR y la 
altura es ¿. 

1747**, Hallar el momento de inercia de una bola homogónea 
de radio a y masa M, respecto a su diámetro. 

1748. Hallar el área y el volumen de un toro engendrado por 
la revolución de un círculo de radio a, alrededor de un eje situado 
en el mismo plano que el círculo y que se encuentra a ana distan- 
cia b (b> a) del centro de éste. " 

1749. a) Doterminar la posición del centro de gravedad del 
arco de la astroide x%s+-yY3=a*/s, situado en el primer cuadrante. 

bh) Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por las 
curvas y =2px y 2?=2py. 

1750**. a) Hallar el centro de gravedad del semicírculo, apli- 
cando el teorema de Guldin. 

b) Demostrar, aplicando el teorema de Guldin, que el centro 
de gravedad de un triángulo dista de su base a un tercio de la 
altura. 


S 12. Aplicación de las Integrales definidas 
a la resolución de problemas de física 
1% Trayectoria recorrida por un punto. Si un punto se 


mueve sobre una curva y el valor absoluto de su velocidad v==f(£() es una 
función conocida del tiempo t, el espacio recorrido por dicho punto en un 
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intervalo de tiempo [£,, to] será igual a 
to 
1 (0 at. 
t1 
Ejemplo 1. La velocidad de un punto es igual a 
v=0,1t% m/seg. 
Hallar el espacio s, recorrido por el punto, durante un intervalo de tiempo 
T=10 seg, transcurrido dosde el comienzo de su movimiento. ¿A qué scrá 


igual la volocidad media dol movimiento durante este intervalo? 
Solución. Tenemos 


10 
4 110 
qe p 0,16 d1=0,1 4 | *=250 
¿ 3 10 


Um = 7 = 20 m/seg. 


2. Trabajo do una fuerza. Si una fuerza variablo X mf (2) 
actúa on la dirección del ejo OX, el trabajo de esta fuerza en el segmonto 
[T4, 22] Será igual a 


x3 
A= Y f (2) dx. 
x1 

Ejemplo 2. Si para estirar un muclle 4 cm se necesita una fuerza 
de 1 kgí ¿qué trabajo habrá que emplear para estirarlo 6 cm? 

Solución. Por la ley de Hooke, la fucrza X kgf que estira en zp, 
el muollo es igual a X=%kx, dondo k es un coeficiente de proporcionalidad. 

Suponiendo quo z=0,01 m y Xww=1 kpf, tendremos (que /t==100 y, por 
consiguiente, X =100 z. 

De aquí, que el trabajo que se busca es: 


0,06 
ÁA= ' 1007 dx =5072 
0 


90,06 
=0,18 kgf m. 
0 


3”, Energía cinética. So da el nombre de energía cinética do un 
punto material, de masa m y velocidad v, a la siguiente expresión: 


my? 
5 


ie 


k = 


La energía cinética de un sistema de nr puntos materiales, de musas 
My, Mg, .., Mp, cuyas velocidades respectivas sean v;, Va, -.., Pan, 0S igual a 
n 
mio? 

K=)> 77: (1) 


dai 
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Para calcular la energía cinética de un cuerpo, hay que dividirlo con- 
veniontomente en partos elementales (que juegan el papel de puntos mate- 
riales) y, después, sumando la energía cinética de estas partes, y pasando 
a Jímites, en lugar de la suma (1) se obtendrá la correspondiente integral. 


F ig. 60 Fig. 61 


Ejemplo 3. Hailar la energía cinótica de un cilindro circular homo- 
góneo (macizo), de densidad Ó, cuyo radio de la base es R y la altura A, 
que gira con una velocidad angular w alrededor de su ejo. 

Solución. Como masa elemental dm se toma la masa de un cilindro 
hueco, de altura +, radio interior r y espesor de la pared d» (fig. 60). Tenemos: 


dm=2nr-hó dr. 


Como la velocidad lineal de la masa dm es igual a v=rw, la energía 
cinética elemental es 


_ v3dm 


dK= nn. aurim2h9 dr. 
De donde 
- 4 
K =n02h9 | r3 dr — Rd , 
0 


4%, Presión de los líquidos. Para calcular la fuerza con que 
presionan los liquidos se emplea la ley do Pascal, según la cual, la presión 
que ejrón los líquidos sabre un área S sumergida a una profundidad A, 
es igual a 


P=vhS, 


donde y es el peso específico del líquido. 

Ejemplo 4. Hallar la presión que soporta un semicirculo de radio r, 
sumergido verticalmente en agua, de tal forma, que su diámetro coincide 
con la superficie libre de aquélla (fig. 61). 

Solución. Dividimos la suporficio del semicírculo en elementos, fajas 
paralelas a la superficie del agua. El área de uno de estos elementos (omi- 
tiendo los infinitésimos de orden superior), situado a la distancia hf de la 
superficio del agua, os igual a 


dS =2x dh=2 Y r2—hi dh. 
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La prosión que soporta este elemento es igual a 
dP=wh ds =2yh Y r2—h dh, 
donde y es el poso ospecífico dcl angua, igual a la unidad. 


De aquí que, la presión total os 


r 
r 


y 
p € pa 
P=2 | VERE di=—< (ay pr, 


1751. La velocidad de un cuerpo, lanzado hacia arriba verti- 
calmento con una velocidad inicial »yg, despreciando la resistencia 
del aire, se expresa por la fórmula 


y= Vo — 8tl, 


dondo £ es el tiempo transcurrido y g la aceleración de la grave- 
dad. ¿A qué distancia de la posición inicial se encontrará este 
cuerpo a los ¿ seg de haberlo lanzado? 

1732. La volocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente hacia 
arriba con una velocidad inicial v,, contando la resistencia del 
ajre, se expresa por la fórmula 


v=c-1g( —£i4arct Y) 


donde £ es el tiempo transcurrido, g es la aceleración de la gra- 
vedad y c es una constante. Hallar la altura a que se eleva el 
Cuerpo. 

1753. Un punto del eje OX vibra armónicamente alrededor del 
origen de coordenadas con una velocidad que viene dada por la 
fórmula 


'= Yg COS MÍ, 


donde t es el tiempo y vo y O son unas constantes. 

Hallar la ley de la vibración del punto, si para ¿=0 tenía 
una abscisa x=0U. ¿A qué será igual el valor medio de la mag- 
nitud absoluta de la velocidad del punto durante el periodo de la 
vibración? 

1754. La velocidad del movimiento de un punto es 


v=1te=0,0% m/seg. 


Hallar el camino recorrido por dicho punto desde que comenzó 
a moverse hasta que se pare por completo. 

1755. Un proyectil cohete se levanta verticalmente. Suponiendo 
que, siendo constante la fuerza de arrastre, la aceleración del 
cohete aumenta a causa de la disminución de su poso según la ley 
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hallar la velocidad del cohete en cualquier instante £, si su velo- 
Cidad inicial es igual a cero. Hallar también la altura que alcanza 
el cohete en el instante i=f,. 

1756*. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que 
hay en una cuba cilindrica vertical, que tiene un radio de base Ft 
y una altura //, 

1757. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que hay 
en un recipiente cónico, con el vértice hacia abajo, cuyo radio 
de la base es A y la ultura HH. 

1758. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua de una 
caldera semiesférica, que tiene un radio R=10 m. 

1759. Calcular el trabajo necesario para sacar, por el orificio 
superior, el acoite contenido en una cisterna de forma cilíndrica 
con el eje horizontal, si el peso específico del aceite es y, la lon- 
s“itud de la cisterna ff y el radio de la base A, 

1760**. ¿Qué trabajo hay que realizar para levantar un cuerpo 
de masa m de la superficie de la Tierra, cuyo radio es R, a una 
altura A? ¿A qué será igual este trabajo si hay que expulsar 
el cuerpo al infinito? 

1761**. Dos cargas eléctricas ey =100 CGSE y e¿=200 CGSE 
se encuentran en el ejo OX en los puntos x= y x,=1 cm, 
respectivamente. ¿Qué trabajo se realizará si la segunda carga 
se traslada al punto x,=10 cm? 

1762**. Un cilindro con un émbolo móvil, de diámetro D =20 cm 
y de longitud ¿==80 cm, está lleno de vapor a presión de p= 
=40 kgf/cm?. ¿Qué trabajo hace falta realizar para disminuir 
el volumen del vapor en dos veces si la temperatura es constante 
(proceso isotérmico)? 

1763**, Determinar el trabajo realizado en la expansión adia- 
bática del aire, hasta ocupar un volumen V,=10 umY, si el volu- 
men inicial es V¿==41 m* y la presión pp=1 kgf/cin?. 

1764**, Un árbol vertical, de peso P y radio a, se apoya en 
una rangua AB (fig. 62). La fricción entre una parte pequeña 
de la base del árbol y la suporficio del apoyo que está en con- 
tacto con ella es igual a F=pup06, donde p=const. es la presión 
del árbol sobre la superficie del apoyo, referida a la unidad de 
superficie del mismo, y p es el coeficiente de fricción. Hallar 
el trabajo de la fuerza de fricción en una revolución del árbol. 

1765**, Calcular la energía cinética de un disco, de masa M 
y radio R, que gira alrededor de un eje que pasa por su centro 
y es perpendicular al plano del disco con una velocidad angu- 
lar o. 

1766. Calcular la energía cinética de un cono circular recto, 
de masa M, que gira alrededor de su eje con una velocidad angu- 
lar w. El radio de la base del cono es A, la altura £f. 
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1767*, ¿Qué trabajo es necesario realizar Ípara detener una 
bola de hierro de radio R=2 m, que gira alrededor de su diá- 
metro con una velocidad angular w =1000 vueltasí/minuto? (El peso- 
específico del hierro y =7,8 gf/cxm?). 

1768. Un triángulo de base 5 y altura Á está sumergido verti- 
calmente en agua, con el vértice hacia abajo, de forma, que su 


y? 


DD 


Fig. 62 


hase coincide con la superficie del agua. Hallar la presión que 
cl agua ejerce sobre él. 

1769. Una presa vertical tiene forma de trapecio. Calcular 
la presión total del agua sobre dicha presa, sabiendo que la base 
superior tiene a==70 m, la base inferior b=30 m y su altura 
h==20 m. 

1770. Hallar la presión que ejerce un líquido, cuyo peso espe- 
cífico es y, sobre una elipse vertical, de ejes 2a y 2b, el centro 
de la cual está sumergido hasta una profundidad A. El eje mayor 
2a de la elipse es paralelo a Ja superficie del liquido (%-> b). 

1771. Hallar la presión que ejerce el agua sobre un cono cilín- 
drico vertical, con radio de la base R y altura H, sumergido 
en ella con el vértice hacia abajo, de forma «que la base se encuen- 
tra al nivel del agua. 


Problemas diversos 
LU] 


1772. Hallar la masa de una barra de longitud ¿=100 cm, 
si la densidad lineal de la misma a la distancia x cm, respecto 
a uno de los extremos, es igual a 


E PE 
0 =2-+0,001x?2 o 


1773. Según datos empíricos, la capacidad calorífica específica 
del agua, a la temperatura ¿*C (0<1< 100%, es igual a 


c= 0,9983 — 5,184 -10% + 6,912.107722. 
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¿Qué cantidad de calor se necesita para calentar 1 g de agua 
«desde 0% hasta 100% C? 

1774. El viento ejerce una presión uniforme p gí/cro? sobre 
una puerta, cuya anchura es b cm y la altura 4 cm. Hallar 
el momento de la fuerza con que presiona el viento, que tiende 
a hacer girar la puerta sobre sus goznes. 

1775. ¿Qué fuerza de atracción ejerce una barra material, 
de longitud l y masa M, sobre un punto material de masa m, 
situado en la misma recta de la barra a una distancia a de uno 
de sus extremos? 

1776**, Cuando la corriente de líquido que pasa por un tubo 
de sección circular, de radio a, es laminar estable, la velocidad 
v en un punto que se encuentra a la distancia r del eje del tubo, 
se expresa por la fórmula 


=3 (Pr), 
donde p es la diferencia de presión dol líquido en los extremos 
del tubo, p es el coeficiente de viscosidad y l la longitud del 
tubo. Determinar el gasto de líguido Q, es decir, la cantidad del 
mismo que pasa por la sección transversal del tubo en la unidad 
de tiempo. 

1777*. Las mismas condiciones del problema anterior (1776), 
pero con un tubo de sección rectangular, en que la base «a es 
grande con relación a la altura 2b. En esto caso, la velocidad 
de la corriente v en el punto M(z. y) se determina por la fór- 
mula 


v==>37 10? —(0— y)". 
Determinar el gasto Q de liquido. 

1778**, Al estudiar las cualidades dinámicas de los automóvi- 
Jes se recurre frecuentemente a la construcción de diagramas espe- 
ciales: sobre el eje de abscisas se toman las velocidades v y sobre 
el de ordenadas, las magnitudes inversas a las correspondientes 
aceleraciones a. Demostrar, que el área S, limitada por la curva 
de esta gráfica, por las dos ordenadas v=U6, y U=Uz y el eje 
de abscisas, es numéricamente igual al tiempo que se necesita para 
aumentar la velocidad del automóvil desde », a vv» (tiempo 
de «embalado». 

1779. Una viga horizontal, de longitud l, está en equilibrio 
bajo la acción de una carga, uniformemente repartida a lo Jargo 
de ella y dirigida verticalmente hacia abajo, y de las reacciones 


de sus apoyos Á y B (4=5=3) , dirigidas verticalmente hacia 
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arriba. Flallar el momento de flexión M, en la sección transver- 
sal x, es decir, el momento respecto al punto P, de abscisa z, 
de todas las fuerzas que actúan on la parte AP de la viga. 

1780. Una viga horizontal, de longitud l, está en equilibrio 
bajo la acción de las reacciones de sus apoyos A y B y de una 
carga repartida a lo Jargo de la misma, con una intensidad 
de q =kx, donde x es la distancia al apoyo izquierdo y k un coefi- 
ciente constante. Hallar el momento de flexión M.. en la sección Z+ 


Observación. Se da el nombre de intensidad de distrilución de la 
carga, a la carga (fuerza) roferida a la unidad de longitud. 


1781*. Hallar la cantidad de calor que desprende una corriente 
alterna sinusoidal 


J] = Jo sen (1-9) 


durante el periodo 7 en un conductor de resistencia R. 


Capitulo Vi 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


$ 1. Gonceptos fundamentales 


1% Concepto do función de varias variables. Desig- 
naciones de las funciones. Una magnitud yariable z se donomina 
función uniforme de dos variables x= e y, si a cada conjunto do valores de 
éstas (z, y) del campo dado, correspondo un valor único y determinado de z, 
Las variables z e y se llaman argumentos o variables independientes. La depen- 
dencia funcional se representa así: 


¿=f(x, y) :=F(z, y) etc. 


Las funciones de tres o más argumentos se dofincn de manera análoga. 

Ejemplo 1. Expresar el volumen Y del cono en función de su gone- 
ratriz z y del radio de la base y. 

Solución. Sabemos por la geometría, que el volumen del cono es 
igual a 


rap 
donde kh es la altura del cono. Pero ÁA= Y/17—y?2, Por consiguiente, 


1 a 
vV= S ny? Y 72— y, 


Esta es, precisamente, Ja dependencia funcional que se buscaba. 

El valor de la función z=f(x, y) en el punto P (e, b), es decir, cuando 
z=0 e r=b, se designa por fía, b) o f(P). La representación geométrica 
de la función 2=f(z, y) on un sistema de coordenadas cartesianas X, Y, Z 
cs, en términos generales, una superficie (fig. 63). 


Ejemplo 2. Hallar /(2, —3) y 4 (1 2), si 


r2p y? 
f(z, y 


Solución. Poniendo z=2 e y= —3, hallamos: 


924 (—3)2 13 
pe, 77 —=1z* 
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y 


Poniendo z=1 y sustituvondo y por —- tenomos: 


+ ( LY ; 
e 
T 


es decir, (1, (2, y). 


2. Campo de existencia de la función. Por campo de ezxis- 
tencia (de definición) de la función <=f(x, y), se entiende el conjunto de 
puntos (x, y) del plano XOY que doterruinan la función dada (es decir, 


Z Z=fíx; y) 


Fig. 63 


para los que Ja función toma valores reales delurminados). En los casos 
más elomentales, el campo de existencia de la función representa una parte 
finita, o infinita, del plano coordenado XOY, limitada por una o varias 
curvas (frontera del campo). 

forma análoga, para las funciones de tros variables u=f (2, y, 2), 
el campo de existencia de la función es un cuerpo determinado del ospa- 
cio OXYZ. 

Ejemplo 3. Hallar el campo de existoncia de la función 


1 


== AA 


Solución. Esta función tiene valores reales cuando 
¿4—ali—y20>0 Ó bion 224+y?2< 5. 
A esta última desigualdad satisfacen las coordenadas de los puntos silus- 
dos dentro de un circulo de radio 2 con el centro en el origen de coorde- 


nadas. El campo de existencia de esta función es pues el interioe do este 
círculo (fig. 64). 


Ejemplo 4. Hallar el campo de existencia de la función. : 


Xx a 
z=arc sen + Y zy. 
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Solución. El primer sumando de la función queda doterminado 


para —1 SF <1 ó bien —2<zx=<2. El segundo sumando tiene valores 
reales cuando zy>0, es decir, en dos casos: 


; [ z 0, (q <O0, 
si O si 
y 0, [ y < O. 
El campo do existencia de toda la función se representa en la fig. 65 y com- 


prende la frontera del campo. 


3. Líneas y superficies de nivel de las funciones. 
Se da el nombre de línea de nivel de una función 2=f(x<, y), a la línea 


Fig. 64 Fig. 65 


fíz, y)=C del plano xOY; para cuyos puntos la función toma un mismo 
valor z=C (que generalmento se señala como anotación en el dibujo). 


y 3 


Fig. 66 


Se llama superficie de nivel de una función de tros argumentos u= 
fíx, y, 2) aquella superficio f(x, y, 2)=€ en cuyos puntos la función 
toma un valor constante u=C. 


Ejomplo 5. Constrair la línea de nivel de la función z=x*y. 
Solución. La ecuación de la línea de nivel tiene la forma xiy =C€ 


o bien ==. Haciendo C=0, +1, +:2..., obtenemos la familia de 
lineas de nivel (fig. 66). 
131016 
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1782. Expresar el volumen V de una pirámide cuadrangular 
regular en función de su altura x y de su arista lateral y. 

1783. Expresar el área S de la superficie lateral de un tronco 
de pirámide exagonal regular, en función de los lados x e y de 
las bases y de la altura z. 


1784. Hallar + 3)y 14 —1, si 
fe ya +. 
1 4 1 á 
1785. Hallar f(z, y), f(—x, —y), E, 7) , TEN” 
qe — y? 
j(z, y) e 2ty ed 
1786. Hallar los valores que toma la función 


f(x, y) =1 4 z—y 


en los puntos de la parábola y=x*, y construir la gráfica de lea 
función 


F (1) = f(x, z2). 
1787. Hallar el valor de la función 


pa gq + 272%y24- y? 
4 gi yl 


en los puntos de Ja circunferencia 1? + y? =R?, 
1788*, Determinar f(x), si 


p(L) - AHLÉ (ay >0). 


z 
1789”. Hallar f(x, y), si 
[(+y, z—y)= ty +y. 

1790*. Sea =Vy +f(Y z —1). Determinar las funciones f 
y z, si z=xzx para y=1. 

1791**. Sea z=2xf (2). Determinar las funciones f y 2, si 
2=V 1 + y? para 2=1. 

1792. Hallar y representar los campos de existencia de las 
siguientes funciones: 


a) 2=Y1-232—y; 
b) 2=1+ V —(2—y)" 
c) 2=1n (14 y); 
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d) z=x+arccos y; 
e) 2 =V 1-24 Y1—p; 
1) z=arc sen =— ; 
12=VF-14+V Ex: 
h) 2=Y (2? + y? — a?) (2a?— a? -— y?) (a > 0); 
y) z=Y ysenz; mM) 2 = —===>- E 


El yayo 3 , O: O ST 
) 2=10 (224 y); ) == + 
k) 2=arctg ari o) z= Y sen (13 + y2). 
1 

D) L2= EA? 


1793. Hallar los campos de existencia de las siguientes funcio- 
nes de res argumentos: 


a) u=VWVzr +Vy + Vz; Cc) y = are sen z- arcsen y + arc sen z; 
b) u=1n (xyz); d) y=V 1-2 —y—2?, 
1794. Construir las líneas de nivel de las funciones que se dan 


a continuación y averiguar el carácter de Jas superficies represen- 
tadas por dichas funciones: 


a) 2=2+y; d) 2=Y xy; 8) ==>; 
b)i=*4y%  e2=(l+3+y  h)2= El ; 
x 


: 2 
c) 2=1y —fi=1—lzx[—!|yl; 1) Lo * 
1795. Hallar las líneas de nivel de las siguientes funciones: 
a) z= ln (1? 4 y); d) 2=f (y— az), 
b) z= arcsen ty; e) ¿=f(L). 


c) 2=f (Y 2? + y?); 


1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio- 
nes de tres variables: 


a) u=z+y-2, 
b) u=x44-y*42%, 
c) u=24y— 2. 
13* 
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$ 2, Continuldad 


1. Límite de una función. El número A recibe el nombre do 
limite de la función z=f (z, y) cuando el punto P” (z, y) tiende al punto Ea b, 
si para cualquier e>>0 existe un 9 >0 tal, que cuando 0< p< 8, (donde 


OU) es la distancia entro los puntos P y P”), se verifica 


a desigualdad 
|f(z, Y) —Aj<e. 
En esto caso se escribe; 
lim f(x, y)=4. 
X-0 
yb 


2. Continuidad y puntos de discontinuidad. La fun- 
ción 2=f (x, y) recibo el nombre de continua en el punto P (a, b), si 


10] (2, y) =f (2, b). 
ob 


La función que es continua en todos los puntos de un campo determi- 
nado, Se llama continua en este campo. 

Las condiciones de continuidad do una función f(x, y) pueden no cum- 
lirse en puntos aislados (puntos aislados de discontinuidad), o en puntos que 
ormen una o varias líneas (lineas de discontinuidad) y, a veces, figuras 


geométricas más complicadas. 
Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 


ry +1 
y * 
Solución. La función pierde su sentido, si el denominador se anula. 


Poro, 22=y=0 o sea, y =x2 cs la ecuación de una parábola. Por consiguien- 
te, la función dada tiene una línoa de discontinuidad: la parábola y==2, 


TE 


1797*, Hallar los siguientes límites de las funciones: 


4 .. Sen xy : E 

- 2 9) . ri A 
i sen — c) lim e) lim 

a) lim (2 + y ) Ty 3 ) sl) z , ) 2) 2 by , 
y>—U y>2 y=>0 

A d) lim (1 E: lim L=24 

b) ao qe yy2 j ) X= 00 + e ) x>0 ra y? 
y 00 y>h y 


1798. Averiguar si es continua la función 
Vi-2=3P, si 4 yst, 
plz, y=| 0 sia yi>!. 


. 1799. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes 
funciones: ; | 


a) 2=In dE 0) 1i=3 327 


o. = 008 
b) 2= =p" d) 2 =008 77. 
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1800*. Demostrar, que la función 
2xry ; 
m3 3 224 y?40, 


O ,siz=y=0. 


Z= 


es continua con relación a cada una de las variables x e y por 
separado, pero no es continua en el punto (0, 0) respecto al con- 
junto de estas variables. 


S 3. Derlvadas parclales 


1. Definición de las derivadas parciales. Si z=f(z, y), 
si hacemos, por ej., que y sea constante, obtenemos la derivada 


ó - Az, y—fíz, ; 
a HE PED sm 


que recibe el nombre de derivada parcial de la función z con respecto a la 
variablo z, De modo análogo se define y se dosigna la derivada parcial do 
la función 2 con respecto a da variable y. Es evidente, que para hallar las 
derivadas parciales pueden utilizarse las fórmulas ordinarias de derivación. 


Ejemplo 4. Hallar las derivadas parciales de la función 


z 
z= ln tg —. 
$ y 
Solución. Considerando y como magnitud constante, tenemos: 
02 _ 1 1 to 2 
ds tg Z ecsil Y y sen E 
Análogamoente, considerando x como constante, tendremos: 
dz _ 1 1 y 2x 
iria ie e ies 
to —  cost— 2 sen —— 
8% y Y 


Ejemplo 2. Hallar Jas derivadas parciales de la función de tres 
argumentos 


u= 282 +2:=3Iy+z+8. . 
Solución. 
du 
LE _ — 91212 
A MI 2, 
óu 
dy 23yz 


aa 
rl +1. 
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2. Teorema de Euler. Ea función f(z, y) se llama función homo- 
génea de grado n, si para cualquier factor real /h se verifica la igualdad 
f(kz, ky) =k"f (z, y). 
Una función racional entera será homogénea, si todos los términos de la 
misma son del mismo grado, 


Para toda función homogénea diferenciable de grado nx, se verifica 
siompre la igualdad (teorema de Euler): 


af la, y + yt, (2, y) =n] (z, y). 


Hallar las derivadas parciales de las funciones: 


1801. z=x* 4 y?— 3azy. 1808. z=x?, 

z—y sen Y 
1802. LZ == ———— , 1809. ==: x. 

z+y 

y 7 x3— y? 
1803, ¿=2. 1810. ¿=arosen / EL. 
1804. z=Y 1*— y?. 1811. ¿=1nsenit2. 

Vy 
Xx 2 

1805. “VA ; 1812. u = (1y ). 


1806. z=1n(2+ Y 344 y?). 1813. u=2*". 
1807. z=:arctg - j 


1814. Hallar f2(2; 1) y f1(Q; 1), si f(x, y)= V yes. 


1815. Hallar —f:(1; 2; 0), f(15 2; 0) y f.(t; 2; 0), si 
f(x, y, 2) =1n (1y 42). 

Comprobar el teoroma de Euler sobre las funciones homogé- 
neas (N“s, N0 1816 — 1819): 


— An? 2 q E 
1816. f(z, y) = Ax? + 2Bzxy + Cy*. 1818. f(z, D==+7 : 
1817. => 1819. f(x, y)=InfH . 


1820. Hallar (+). donde r=V 1 FyYFz, 


óx dr 


dr 0p 


dy de 
ór 9p 


1821. Calcular , SÍ T=FCOSQ C Yy=rsenp. 
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1822. Demostrar, que zx - + ya = 2, si 


z=1n (2? + xy + y?). 
0 0 ; 
1823. Demostrar, que 1 + Yi =0Yy +2, 81 
Y 
Z2= TY + ze*. 


1824. Demostrar, que EF F=0 si 


u =(2— y) (y —2) (2—2). 
du du Ou 


1825. Demostrar, que A ay + A = 1, si 


u=e =p A 
1826. Hallar 2=2(x, y), si 


dz _ x 
Oy Ty” 
1827. Hallar z=z(x, y), sabiendo, que 
2 A y z(x, y) =sen y cuando r=1. 

1828. Por el punto M(1; 2; 6) de la superficie 2 =2x?+4 y? 
se han hecho pasar planos paralelos a los coordenados XOZ 
e YOZ. Determinar, qué ángulos forman con los ejes de coorde- 
nadas las ftangentes a las secciones así obtenidas, en su punto 
común M. 


1829. El área de un trapecio de bases a, b y de altura % es 


igual a S=2 (a + b) kh. Hallar co de, Le y, mediante su dibujo, 


esclarecer su sentido geométrico. 
1830*. Demostrar, que la función 


2 : 
> si 124 y?5€0 

O, si z=y=0, 
tienc derivadas parciales f(t, y) y f,y(x, y) en el punto (0, 0), 
a pesar de ser discontinua en este punto. Representar geométri- 
camente esta función en las proximidades del punto (0; 0). 


f(z, y)= 


$ 4, Diferencial total de una función 


1. Incremento total de una función. Se llama incremento 
total de una función z=f (zx, y) a la diferencia 


Az=A] (1, y) =f (14-42, y Ay) —f (2, y). 
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2. Diforoncial total de una función. Recibe el nombre 
de diferencial total do una función z=f(z, y) la parte principal del incre- 
mento total Az, lineal respecto a los incrementos de los argumentos Az y Ay. 

La diferencia ontre el incremento total y la diferencial total de la 
función es un infinitésimo de orden superior a p= Y/Az2?-+Ayl. 

La función tiene, indubitablemonte, diferencial total, cuando sus dife- 
rencialos parciales son continuas. Si la función tiene diforencial total, se 
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables independientes, por 
dofinición, coinciden con sus incrementos, es decir, dr=Azx y dy=Ay. 
La diferencial total de la función z=f(=, y) so calcula por la fórmaola 

Oz Óz 
==> ar dy. 

Análogamento, la diforencial total de una función de tres argumentos 
u=j(z, y, z) se calcula por la fórmula 

du du du 
du => ÉS dy Hs de, 


Ejemplo 4. Para la función 
f(z, y) =1%4 xy —y? 


hallar el incremento total y la difcroncial total. 
Solución. 


f(24+Az, y +Ay)=(24A2)34 (14-Az) (y + Ay) — (y +Ay)?; 
Af (2, y) =[(24-A3)24 (24 4Az) (y + Ay) —(y + Ay)?] — (124 xy — y?) = 
=2x2-Ar+4A2242:Ay+y:Ar 4 Az-Ay —2y:Ay—Ay?= 
=[(274 y) Ax + (1—2y) Ay] + (4134 Azx-Ay — Ay?). 


Aquí, la expresión df =(2x+4+y)Az+(z—2y) Ay es la diforoncial total 
de la función, mientras que (Azx3-4+Azx.Ay-—Ay2) es un infinitésimo de 
orden superior al del infinitóésimo p=V Aru Aya. 

Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la función 


:=V2TA 
Solución. 
92 z Y y 
E Yara Y YA 
de x y _ zaz +ydy 


———= UE —— UU = — == 
ME 
3. Aplicación de la diferencial do la función a los 
cálculos aproximados. Cuando |Azx| y |4Ay| son suficientemente 
pequeños, y por consiguiente, os suficientemente pequeño también p= 
= /Ar3PAy?, para la función diferenciablo z=f(x, y) se verifica la 
igualdad aproximada Az = dz, 0 Sen, 
Óz 07 
Áz SS SEE TA Ay. 
Ejemplo 3. La altura de un cono es H=30 cm, el radio de Su base 
R=10 cm. ¿Cómo variará el volumen do dicho cono sí YH se aumenta 3 mm 
y R so disminuyo 1 mm? 
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Solución. El volumen del cono es V=> ni2H. La variación del 
volumen la sustituimos apro simadarente por la diferencial AV =dV= 
=5 1 (2RH ¿RR dH)=-5 :(—2-10-30-0,4 +-100-0,3)=—101:0>—34,4 can. 

Ejemplo 4. Calcular aproximadamente 1,023-01, 

Solución. Examinemos la función z=xY. El número que se busca 


puede considerarse como el valor incromontado do esta función cuando =1, 
y =3, Az=0,02 y Ay—0,01. El valor inicial de la función es z=13=1, 


Az ss dz=yzV"1 Az t-z0 ln z Ay =3-1-0,02+1-1n 1-0,01 =0,06. 
Por consiguiente, 1,022-% y 140,06 = 1.06. 


1831. Para la función f(x, y) =x7?y, hallar el incremento total 
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararlos entre sí, si: 


a) Ar=1, Ay=2; b) Ax=0,1, Ay=0,2. 


1832. Demostrar, que para las funciones u y v de varias 
(por ej., de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de 
derivación: 


a) d(u-+v) =du+ dv; hb) d (uv) =v du + u du; 


A 


Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones; 


1833. z=x* +y2—3xy. 1838. z=1n (224 y?). 

1834. 2=a%y. 1839. (2, y) =In(1+-).- 

1835. 1=%7%. E - 
a+ y 1840. z=arctg E +arctg - 


1836. z=sen* x + cos? y. 
1837. z=yx?. 


1842. Hallar df (1; 1), si f(z, y) =p > 


1841. ¿=1n tg Z. 


1843. u =xy2Z. 

1844. u=YV 124 y-+ 23. 
z Ny? 

1845. u= [ y + 7) , 

a zy 

1846. u= arctg — . 


1847. Hallar df (3; 4; 9), si f(x, y, == +7" 
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1848. Uno de los lados de un rectángulo es a=10 cm, cl otro, 
b=24 cm. ¿Cómo variará la diagonal 1 de este rectángulo si el 
lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 4 mm? Hallar la 
magnitud aproximada do la variación y compararla con la exacta. 

1849. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 
10 cm, S cm y 6 cm, está hecha de madera contrachapada de 
2 mm de espesor. Determinar el volumen aproximado del material 
«que se gastó en hacer la caja. 

1850*. El ángulo central de un sector circular es igual a 80” 
y so desca disminuirlo en 1%. ¿En cuánto hay que alargar el radio 
del sector, para que su área no varíe, si su longitud inicial era 
igual a 20 cm? 

1851. Calcular aproximadamente: 


a) (1,02)*-(0,97)% b) Y (4,05)? + (2,93)*; 

c) sen 32”.c03 59” (al convertir los grados en radianes y cuando 
se calcule el sen 60%, tomar solamente tres cifras decimales; la 
última cifra debe redondearse). 

1852. Demostrar, que el error relativo de un producto es 

aproximadamente igual a la suma de los errores relativos do Jos 
factores. 
Il» 1853. Al medir en un lugar el triángulo ABC, se obtuvieron 
los datos siguientes: el lado a=100 m + 2 m, el lado ¿b=200 m 
+3 m y el ángulo C=60* 4-19. ¿Con qué grado de exaclitud 
puede calcularse el lado ce? 

1854. El período T de oscilación del péndulo se calcula por 


la fórmula 
; ¿ 
T = 21 y E , 


donde l es la longitud del péndulo y g, la aceleración de la gra- 
vedad. Hallar el error que se comete al determinar 7, como 
resultado de los pequeños errores Al=a y Ag=8B cometidos al 
medir l y g. 

1855. La distancia entre los puutos Po (Zo; Yo) y P(z=; y) cs 
igual a p, y el ángulo formado por el vector P¿P con el eje OX, 
€s igual a a. ¿En cuánto variará el ángulo «, si el punto P toma 
la posición P,(z=+dz,y-+dy), mientras que el punto Py, sigue 
invariable? 


$ 5, Derivacion de funciones compuestas 


1, Caso do una sola variable independiente. Si z= 
=)/(<, y) cs una función diferenciablo du los argumentos z e y, que son, 
a su vez, funciones diforenciables de una variable independiente £: 


z=Q(t), y=vY(!), 
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la derivada de la función compuesta :=f[p(t), w(t)] so puede calcular 
por la fórmula 

qe 008 0% 08 al (1) 

dt” dx dt ' Oy de" 
En el caso particular de que * coincida con uno de los argumentos, 
¡por ejemplo, con z, la dorivada «total» de la función z con respecto a x será: 


dz 02 0 dy 


deve ar (2) 
Ejemplo 1. Hallar NN si 
¿=e9X+2Y, dondo z=c05t, y=12. 


Solución. Por la fórmula (1) tenemos: 


F=9=+4%.3 (—sen £) + e 0X+28, 2.07 == 


—= 0+42Y (44 —3 s0n t)=e3 0051428 (44.3 sen t). 
Ejomplo 2. Jallar la derivada parcial se y la derivada total A si 
z=6*Y, donde y =P (7). 


A 
Cd 


Solución. E yen, Basándonos en la fórmula (2), obtenemos: 
2 pers 
dE Ye 4 ae” (2). 


2. Caso de varias variables independientes. Si z es 
ana función compuesta de varias variables independientes, por ejemplo, 
z=f (2, y), donde z=p(u, 2) o y=V(u, v) (u y yv son variables indepen- 
diontes; f, p y y son funciones diferenciables), las derivadas parciales de z 
Con respecto a u y Lv se expresan así; 


LI ELA (3) 
du  Óx Óu * 0y du 


de. ¿12:08 9002 DY (4) 
dv di dv ' dy dv * 
En todos Jos casos examinados se verifica la fórmula 
0z Óz 
dia Y TAR dy 


(propiedad de invariabilidad de la diferencial total). 


7 Ó0z 0z ; 
Ejemplo 3. Jlallar vu Y o? 


2=f (2, y), donde x=ub, ya . 
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Solución Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 
02 , : 1 
Fu fx (z, yv +f,(z, y) o 
Ó > ] u 
a = tala 0) uy y) e | 
Ejemplo 4. Demostrar, que la función z=p(22+y?) satisface a la 
ecuación yz EL 


Solución. La función q dependo do x< e y a través del argumento 
intermedio 12+y2?==*t, por lo cual 


Óz dz 0! 


da dro AA 
y 

óz dz 0t ; 

CI AA 


Poniendo las derivadas parciales en el primer miémbro de la ecuación, 
tendremos: 


02 Óz ; j 
A dd ia dE A 


=22yp" (124 y2)—22yq" (124 y?) = 0, 
es decir, la función z satisface a la ecuación dada. 


1856. Hallar Se, si 


2=p, donde z=e!, y=1ln!. 


du á 
1857. Hallar + si 
u=lnsen 7. donde x=3f£?, y=V2+1. 
y 


1858. Hallar E si 
u=2Y2, donde r=¿*4+1, y=1ní, z=1tgf. 


1859. Flallar Y , si 
ad donde z=XRcost, y=Rsent, ¿=4£81. 
1860. Hallar L, sl 


z=u”, donde u =sen r, U=C03x 
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1861. Hallar _ y ==, si 


X 
== y e 
= arctg ey=x. 


0 d A 
1862. Hallar + y E si 


z¿=2x*%, donde y =q (2). 
1863. Hallar cd y Sr si 


OL 
z=f (u, v), donde u=x?—y?, v=e"", 


1864. Hallar = y =, si 


z=arctg 5 , donde 2=US€N Y, Y =UCOSL, 
: 0z dz : 
1865. Hallar va Y ay? Sl 


2=f(u), donde u= xy + z. 
1866. Demostrar, que si 
y =D (1? + y? + 22), donde == .R c08p cos y, 
= KR cos p sen p, z=.R sen p, 
entonces, 
ón du 

du ; 

1867, Hallar de + il 
E 


u=f (z, y, 2), donde y==q (2), 2:=Yl(x, y). 
1868. Demostrar, que si 


2=f(x + ay), 
«donde f es una función diferenciable, entonces, 
Óz 0z 
dy “0 
1869. Demostrar, que la función 
| | wd = Í (ts, u), 


donde 4 =x-+atf, v=y+bt, satisface a la ecuación 
O0w Ów dw 
e ale Tala Ae 


205 


206 Funciones de varias variables 


1870. Demostrar, que la función 


2 =yq (1? — y”) 
satisface a la ecuación 
Í 0 lí Oz z 
CEI 
1871. Demostrar, que la funciós 


=>y+2p (4), 


satisface a la ecuación 
Óz 0z 
ran CU A 


1872. Demostrar, que la función 


22 
z=e%p (ye ?v* ) 
satisface a la ecuación 


0 9 
(y) + ty Ay = £y2. 


1873. Un lado de un rectángulo de z=20 m, aumenta con una 
velocidad de 5 m/seg, el otro lado de y=306 m, disminuye con 
una velocidad de 4 m/seg. ¿Con qué velocidad variarán el perí- 
metro y el área de dicho rectángulo? 

1874. Las ecuaciones del movimiento de un punto material son 


r=t, yal, z=8P?. 


¿Con qué velocidad aumentará la distancia desde este punto ab 
origen de coordenadas? 

1875. Dos barcos, que salieron al mismo tiempo del punto A, 
van, uno, hacia el norte y, el otro, hacia el nordestc. Las velo- 
cidades de dichos barcos son: 20 km/h, y 40 km/h, respectivamente. 
¿Con qué velocidad aumenta la distancia entre ellos? 


$ 6. Derlvada en una dirección dada y gradiente de una funcion 


li. Derivada do una función en una dirección dada. 
Se du el nombre de derivada de una función 2=f(x, y) en una dirección dada 


¿== PP, a la expresión 
ti PPP) 


Úl — p,p-r0 P¡P 
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donde f(P) y f(Py) son los valores de la fnnción en los puntos P y P). 
Si la función z os diferenciable, se verificará la fórmula 


02 Óz 0z 
o a CA, P_—_— : z 
E E COS a + 7 Son a, (1) 


dondo a es el ángulo formado por el vector l con el eje OX (fig. 67). 
Análogamente se determina la derivada en una dirección dada £, para 
una función do tres argumentos u= f(x, y, 2). En este caso 


0u óu du du 
CIT AA a cos $ +-—7-C0s Y (2) 


donde a, f y y son los Ser entre la dirección Y y los correspondiontes 
ojes de coordenadas. La derivada en una dirección dada caracteriza la 
velocidad con que varía la función en dicha dirección. 


Yp. Pr (Sra) 


F ig. 67 


Ejemplo 1. Hallar la derivada de la función z=212—3y2 en cl 
punto .P (1; 0), en la dirección que forma con el eje OX un ángulo de 120”. 

Solución. Hallamos las derivadas parciales de la función dada 
y sus valores cn el punto 2: 


E ($7) 
y 7" Vial 


cos a=c0s 120 = —-— 


Aquí 


son a =sen 1209 SAN , 


Aplicando la fórmula (1), obtenemos: 


El signo menos indica, que la función en esto punto y on la dirección 
dada. decrece. 

2. Gradiente de una función. Recibe el nombre de gradiente 
de una función 2=f(x, y), un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de 
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coordenadas son las correspondientes derivadas parciales de dicha función: 
02 Óz 
grad :=-= tt? (3) 


La derivada do la función dada en la dirección E, está rolacionada con ol 
gradiente do la misma por la siguiente fórmula: 


sb = HO ad 
UT P¿grad 2, 


es decir, la derivada on esta dirccción es igual a la proyección del gradien- 
to de la función sobre la dirección on que se deriva. 

El gradioute de la función en cada punto tiono la dirección de la 
normal a la correspondiente línea de nivol de la función. La dirección del 
gradiente de la función, en un punto dado, es la dirección de la velo- 
cidad máxima de crecimiento do la función en este punto, es decir, 


; 02 > ja : 
cuando ¿=grad z, la derivada 37 ma su valor máximo, igual a 


. Oz y2 dz y?2 
V (32) +(37)" 
Análogamonto se delermina el gradiente de una función do tros variables 
u=f(x, y, 2): 
du du du 
grad o ay 4H (4) 
El gradiento do una función do tres variables, en cada punto lleva la 
dirección de la normal a la superficio de nivel que pasa por dicho punto. 


Ejemplo 2. Hallar y construir el gradiente do la función z=x*y 
«en el punto P (1; 1). 


F i g. 68 


Solución. Calculamos las derivadas parciales y sus valoros,on cl 
punio P. 


Por consiguiente, grad z=2¿-+ 4 (fig. 68). 


1876. Flallar la derivada? de la función z=z*--xy-— 2y? en el 
punto P (1; 2) y en la dirección que forma con ol eje OX un 
ángulo de 60*, 
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1877. Hallar la derivada de la función z=x*— 2x*y + xy3+ 4 
en €l punto P (1; 2), en la dirección que va desde éste al punto 
ÑN (4; 6). 

1878. Hallar la derivada de la función z=1l1nYx2?*+y? en el 
punto P(1; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada de la función u=x*—J3yz+5 en el 
punto M (1; 2; —1) en la dirección que forma ángulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

': 1880. Hallar la derivada de la función u=xy+yz+zzx on el 
punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desde éste al punto 
ÑN (59; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u= In (e* + e +.e*) en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los ángulos a, f| y y, respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual- 
quier dirección, es igual a cero, se llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 


a) 2=x3*44 xy + y9—á4x— 2; 

b) z=x234 y9— 3zy; 

c) u=2y?4 22— xy —yz+ Zu. 

1883. Demostrar, que la derivada de la función 2= E , tomada 
en cualquier punto de la elipse 21 4+y2=C*? a lo largo de la 


normal a la misma, es igual a cero. 
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 


2¿=18 4 y?-—J3xy. 
1885. Hallar el grad z en el punto (0; 3), si 
2¿=V 1? y. 
1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=zxyz. 
1887. Hallar -la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto (2; —2; 1), si 
u=14yH 2 


1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 


¿=1n + en los puntos Al>: z) y B(1; 1). 


1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super- 
ficie 
2=2* + 4y 
en el punto (2; 1; 8). 


14—1016 
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1877. Hallar la derivada de la función z=x%— 2x%y+xy2+41 
en el uns P (1; 2), en la dirección que va desde éste al punto 
N (4; 6). 

1878. Hallar la derivada de la función z=1nY 1?+y? en el 
punto P (1; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada do la función u=x!1—3yz+5 en el 
punto M (1; 2; —1) en Ja dirección que forma ángulos iguales 
con todos Jos ejes de coordenadas. 

1880. Hallar la derivada de la función u=zxy+yz+z2zx en el 
punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desdo éste al punto 
N (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u= In (e? + e* + e”) en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY' y OZ los ángulos a, $ y y, respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual- 
quier dirección, es igual a coro, se llama punio estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 


a) z=2244 xy +y?— 4x— 2y; 

b) ¿=139 + y"— 3zy; 

c) u=2y + 22— xy— yz + lz. 

1883. Demostrar, que la derivada de la función z = LE , tomada 


en cualquier punto de la elipse 2:?+y*?=C? a lo largo de la 
normal a la misma, es igual a cero. 
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 


2=13 4 y -—3zy. 
1885. Hallar el grad z en el punto (3; 3), si 
¿=Y x*—p. 
1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=xyz. 
1887. Hallar .la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto (2; — 2; 1), si 
u=x2* 4 y242, 


1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 
2=1n + en los puntos Als; <) y B(1; 1). 
1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super- 
ficie an 
en el punto (2; 1; 8). 
141016 
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1890. Construir el campo vectorial del gradiente de las si- 
guiontes funciones: 


a) z=x+y; ce) z=x3* 4 y; 
JN IS 
Va+y42 


S 7. Derivadas y diferenciales de ordenes superiores 


1. Derivadas parciales de órdenes superiores. Se llaman 
derivadas parciales de segundo orden de una función z=f(x, y) a las deriva- 
das parciales de sus dorivadas parciales de primer orden. 

ara designar las derivadas de segundo ordon se emplean Jas siguientes 
notaciones 
14) 0z E 98% =$" , 
al) te: 
17) ( 02 )= 922 f 
dy Nox) 0rdy *'*y 

Análogamente se determinan y se designan las derivadas parciales de 
orden superior al segundo. 

Si las derivadas parciales que hay que calcular son cunlínuas, el resul- 
tado de la derivación sucesiva no depende del orden de dicha derivación. 


Ejemplo 4. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la 
función 


(x, y), etc. 


z 
z==arcly rd 


Solución. Ifallamos primeramente las dcrivadas parciales de primer 
ocdon: 


dz 4 to [ 

TT TATI 
+ 

Úz 1 ( z En 

Z q 7) 12-y? 


Ahora volvemos a derivar: 
922 y y )- 21y 


cd e 
dz 0 ( z ) 21y 
CN e 
zz 0 y )- 1-(2124-y)—2yy _ uy 
dudy ¿y AEyi) (REY (Aya 


Debe advertirse que la llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar 
de otra manera, a saber: 


dz dz 0 (- z y tE as ri— y? 
dróy  0yó0r  Ózx ayy) (25 y2y AF 
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2. Diferenciales de órdenes superiores. Recibe cl nombre 
de diferencial de segundo orden de una función z==f(x, y), la diferencial 
do la diferencial de primer orden de dicha función: 


dez = d (dz). 
Análogamente so determinan las diferenciales de la función z de orden 
superior al segundo, por ejemplo: 
d32 =d (d22) 
y. en general, 
dz =d (d”e12), 
Si z=f(x, y), donde x e y son variables independientes y la función f 


tiene derivadas parcialcs continuas de segundo grado, la diferencial de 22 
orden de la función z se calcula por la fórmula 


027 dz 922 
— 5 3 AS A 2. 1 
diz= 7 dr +2 di dy +57 Uy (1) 


En general, cuando existen las correspondientes derivadar se verifica la 
fórmula simbólica 


Ú g y” 
da 2=(03 dz + dy 37) ' 
que formalmonte se desarrolla según la ley binomial. 


Si z=f(z, y), donde los argumentos z e y son a su voz funcions de una 
o varías variables independientos, tendremos 


6tz dz ótz Az Óz 
2 == "mmm 2 2 A > 2 MS 2 A > 
diz = Eo dx? + dz ÓN da dy + GE dy34 dz diz + 7 dy. (2) 


Si x e y son variables independientes, d2x=0, d?y=0 y la fórmula (2) se 
hace equivalento a la fórmula (1). 


Ejemplo 2. Hallar las diforenciales totalos de 1% y 2% órdenes de la 
función 


z-=2x12—Jzy — y?, 
Solución. 18 procedimiento. Tenemos: 


ta 3, > — 3z — 2y 
Por jo Cual, 
di= 2 de + dy =(42—3y) da—(Bx+2y) dy 
dx Oy j 
Después, 
Pe cas 
de ay CN Y 


de donde se deduce que 
d2 e a del) 2 cl dz dy + cd dy?=4 de —6 dz dy —2 dy2 
vai Tady yz y yo, 
2% procedimiento. Diferenciando, hallamos: 
dz=4x dx—3 (y dz + 2 dy) - 2y dy = (42 — 3y) dx — (32 4 2y) dy. 
Volviendo a diferenciar y recordando que dz y dy no dependen de ze y, 
14* 
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vbtenemos: 
d22 =(4 dx —3 a di—(3d1+2 dy) dy =4d22—6 dz dy — 2 dy?. 
_0% atz 
1891. Hallar == = O AT? si 


y2 
Y + 


2 2 22 
1892. Hallar Hh> 3z4> 9» 


z = 1n (x? -+ y). 


si 


HN dz e 

1893. Hallar doy? 
2 == Y 2xy + y?. 

1894. Halar e Sr si 
2 = arclg a á 


92 E 
. 1895. Hallar 3 , si 


Ñ r= V 234 yi4 22, 
1896. Hallar todas las derivadas parciales de 2% orden de la 
función: 


1897. Hallar % _ 


1898. Hallar -—— SE a == + sl 
2 = sen (xy). 
1899, Hallar fzx(0, 0), fzy(0, 0), fyy(0, 0), si 
Fx, y) = (1 +2)” (1 +y)". 


022 0%z 


1900. Demostrar, que a aa? A 
os Fa—=y 
2 =arsen |, A 
dz. 


1901. Demostrar, que Dz dy = dy Ox » Si 


z¿=xu?, 
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1902*. Demostrar, que para la función 
a2— y? 
PY ="Y Gp 

con la condición complementaria de f(0, 0) =0, tenemos 


Fxy (0, 0) _. —i1, Fue (0, O) = +- 1. 


Ó%z 9%7 937 


1903. Hallar A? TO? INT si 
z=f(u, v), 
donde u =x?* +4 y?, v= xy. 
1904. Hallar = , si 
u=f(x, y, 2), donde z=Q (z, y). 


Ó%z 0% 02: : 
1905. Hallar EA? Ga? aya? 
¿=f(u, v) donde u=p(x, y), v=P(z, y). 

1906. Demostrar. que la función 


u =arctg - 


satisface a la ecuación de Laplace 
0u du 
sata. 


1907. Demostrar, que la función 
1 


u=in rar 
donde r=V (2—a+(y—b)?, satisface a la ecuación de Laplace 
9%u 0%u 
ja ta 0 
1908. Demostrar, que la función 
u (zx, t) == Asen (akt + q) sen Az 
satisface a la ecuación de vibraciones de la cuerda 


0%u 2 Ou 
= q -— 
012 dx 


1909. Demostrar, que la función 


] _ (x—201-Hy—v0)2+-(2—20)3 
pan 
e Di CPT 
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(Lo, Yo, Zo, 4, Son constantes) satisface a la ecuación de la conduc- 
tividad calorífica 
2 0 
=0 (7 q2 yr ra 37) 


1910. lAs: que la función 


u = (1—at) + y (2+at), 
donde y y y son unas funciones cualesquiera, diferenciables dos 
veces, satisface a la ecuación de las vibraciones de la cuerda 


0% y du 


ETE dxh * 


1911. Demostrar, que la función 


w(2)+v(2) 


satisface a la ecuación 


y Uz y 0% 
£* por + dy 7 aa TY aa 0 


1912. Demostrar, que la función 


u=p()+V zy y (4) 


satisface a la ecuación 


0u 0% O. 
gx? —Yy ay > 

1913. Demostrar, que la función z=f[x+0 (y) satisfaco a la 
ecuación 


qe 


A AA, o. 


dx 0x1 0y Oy 0x2 * 
1914. Hallar u=u (zx, y), si 
du 
dr dy 


1915. Determinar la forma de la función u=u(z, y) que satis- 
face a la ecuación 


0n 

dx? ==0 
1916. Hallar d?z, si 

zg=e"wt 


1917. Hallar du, si 


u =YZ. 
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1918, Hallar diz, si 
2=0 (£), donde £=x* + y?. 
1919. Hallar dz y d?z, si 


Xx 
2:=U4”, donde u=— , V=2ZHY. 
? y . 


1920, Hallar d*z, si 

z=f(u, v), donde u=azr, v=by. 
1921. Hallar d*z, si 

2=f(u, v), donde u= xel, y= ye”. 
1922. Hallar d*z, si 

z=£* 003 y. 
1923. Hallar la diferencial de 3% orden de la función 
Z= TI COS Y + Y Sen Z, 


y determinar todas derivadas parciales de 3% orden. 
1924. Hallar df (1, 2) y d2f (1, 2), si 


zx, y) =1?+ xy + y? —4 ln 10 In y. 


1925. Hallar d2f(0, 0, 0), si f(x, y, 2) =1324-2y? 4 322? — 2xy + 
+ 4x2 + 2y2. 


S 8. Integracion de diferenciales exactas 


1%, Condición de diferencial exacta. Para que la expresión 
P (2, y)dz+0Q (z, y) dy, en que las funcionos P(x, y) y Q(z, y) son conti- 
nuas conjuntamenlo con sus derivadas parciales de primer orden en un 
recinto simplemente conexo D, represente de por sí, en el recinto D, la 
diferencial exacta de una función determinada u(z, y), es necesario y sufi- 
ciente que se cumpla la condición 


203. 
dz". dy 
Ejemplo 1. Cerciorarso de que la expresión 
(22 + y) d+ (24 2y) dy 
os la diferencial exacta de una función determinada y hallar dicha función. 
Solución. En este caso P=2x+y, Q=x+2y. Por esto, == 


y, por consiguiente, 


(224y) de 4+-(242y) dy =de == d24 Sy de, 


donde u es la función que se busca. 
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De acuerdo con la condición 244, por consiguiente, 


um (27 + y) dem 224 xy + (u). 


Pero, por otra parte, +9 (y)=x4+2y, de donde y” (y) =2y, P (y) = 
=y+cC 
y 
u=x2-4 xy + y24-C. 
Finalmente, 


(22 +y) dz (14 2y) dy =d (1324-xy 4- y24-C). 
2. Caso de tres variables. Análogamento, la expresión 
P(x, y, 2)dr+0 (2, y, 2)dy 4R (z, y, 2) dz, 
en quo P(x,y,2), Q(z,y, 2) y Rí(z, y, 2), junto con sus derivadas parcia- 


les de 1% orden, son funciones continuas de las variables z, y, z representa 
la diferencial exacta de una función determinada u(x, y, z), en un recinto 
simplemente conexo D del ospacio, cuando, y sólo cuando, en D se cumpla 
la condición 

9Q _0P  ¿9R _0Q OP _0R 

Ja dy * Dy dz * de — 2% * 

Ejomplo 2. Cerciorarse de que la expresión 
(322 4 3y —1) dz 4 (234 32) dy + (2y2 +1) de 


cs la diferencial exacta de una función y hallar dicha función. 
Solución. Aquí P=322+3y—1, Quazi+3x y R=2y2+1. Estable- 
cemos, que 


OQ 0P])7). 0R 0 OP ¿R 
== a Y A 


2 Y "yd 
y, por consiguionte, 
(3124 3y —=4) dr + (2824-32) dy + (2y2 +1) dede = Te da de dz, 


donde u es la función que se busca. 
Tenemos: 


du 
— =— 2 o 
dz 3z +3y 1, 
es decir, 
u= | Bar ay— 1) de=x34-3xy —2 +0 ly, 2). 
Do otra parto, 
Ju r9L19) 5 
CT iSin OS Ti +32, 


Ou 9p 
CE 
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de donde a y TE =2ys+1. El probloma se reduce a buscar una fun- 


ción de dos variables q (y, z), cuyas derivadas parciales se conocen, habién- 
dose cumplido la condición de diferencial exacta 
Hallamos q: 


Pp 2)=)| tdy=y22+p() 
E 234 (2) =2y2:H4, 
y (2)=1, yp()=:4+C, 
es decir, p(y, :)==y2%+:2-+C. Y, finalmente, obtenemos 
u=z34 3y—i4ya24 24. 

Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas fun- 
ciones. 

1926. y dz --zdy. 

1927. (cos 1 + 32%) dz + (13 — y?) dy. 

1928 (2 -+2y) du + y dy 

. AN 


(2+y) 
2 + 2y 22—y 
1929. a dr — al yl dy. 


1 z 
1930, y 4—>3 dy. 


1 . PROS SR == . 
eel Y +4 y pe Vi3+yy EN 
1932. Determinar las constantes a y b de tal forma, que la 
expresión 
(2224 2xy + y?) de — (12 + 2xy + by?) dy 
sea la diferencial exacta de una función z, y hallar esta última. 
Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son las diferenciales exactas de ciortas iunciones, hallar estas 
funciones. 
1933. (224 y +3) d12+(2+4 2y+ 2) dy + (2+ y +22) dz. 
1934. (3124 24? -+ 32) dx + (4xy + 2y —z2) dy + (32 — y — 2) dz. 
1935. (2xyz—3y%z + 8xy*4-2) dx+ 
+ (1222 — 6xyz + 8x*y + 1) dy + (13*y —3xy?* 4 3) dz. 
1 Zz 1 z 1 Yy Y. 
1936. (+-3) da+ (S-$) dy + (+) dz. 
1937. zdx+y dy +2 d2 
VIERA 
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1938*. Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes 
de coordenadas: 
O A 
cn od 
donde A es una magnitud constante. ¿Cuál debe ser el coeficiente 4, 
para que la fuerza tenga potencial? 
1939. ¿A qué condición debe satisfacer la función f(x, y), para 
que la expresión 


f (2, y) (dx+ dy) 


sea mna diferencial exacta? 
1940. Hallar la función u, si 


du =f (zxy) (y dx + x dy). 


6 9, Derivacion de funciones Implicitas 


_ 4. Caso de una variablo independiente. Si una ecuación 
fí(z, y) =0, donde /(x, y) es una función diferenciablu de las variablos z 
0%y, dotermina a y como función de z, la derivada de esta función dada on 


forma implícita, siempre que fy(x=, y)+0, puede hallarse por la fórmula 
d x (2, 
E —k (x, y) . (1) 
SS ty(z, y) 


Las [derivadas de órdenes superiores se hallan por derivación sucesiva 
de la fórmula (1). 


; dy dy 
Ejemplo 4. Hallar y 505 + si 


(12 4-y23—3 (124 y?) +10. 
Solución. Designando el primcr micmbro de esta ocuación por 
f (x, y), hallamos las derivadas parciales 


fe(z, y) =3 (134 y22.22—3.22=62 [(22+4 y2)3—4], 


fy (2, y)=3 (22 4- y2)2.2y —3-2y = 6y [(224 y2)2—4]. 
De donde, aplicando la fórmula (1), obtenemos: 


dy delay) tl 4) __x 
dz fyla,y) 6y (214 y2)2—1] y" 


Para hallar la segunda derivada, derivamos con respocto a < la primora derivada 
que hemos encontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que y es función de 2: 


Sm REPO — 
o 


y y? y? y3 


2. Caso de varias variahles indopendientes. Análoga- 
monte, si la ecuación F (zx, y, 2)=0, donde F (z, y, z) es una función dife- 


1 ¿el z(—-2) 
d?y cl )- Sl de y— q) yi4aa 
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ronciable de las variables x, y y z, determina a 2 como función de las 


variables independientes z e y, y Fz(z, y, 2) +0, las derivadas parciales 
de esta función dada de forma implícita pueden hallarse por las fórmulas: 


97 _Fxíz, Y, 2) 92_ _Fy (z, y, 2) (2) 
ga Fate yz) y Fz(x, y, 2) 


Otro procedimiento para hallar las derivadas de la función z es el siguionte: 
diferenciando la ecuación F (x, y, 2) =0, obtenemos: 

OF OF of 

CE "ade ii 


Oz Oz 


De dondezpuede determinarse dz, y por consiguiente Y ET 


e 02 Oz 
. ee EN vo si 
E-jeomplo 2. Hallar dz Y dy * si 


12— 2y424-322— yz + y =0. 


Solución. 1% procedimiento. Designando el primer miembro 
de esta ecuación por medio de F (zx, y, z), hallamos las derivadas parciales 


Po (x, y, 2)=2z, Fy (z, y, 213= —4y—2z-+P1, 
F; (7, y, 2) =6z —y. 
Aplicando la fórmula (2), obtenemos: 


pro Po(í, yz) 24. dz _ ACT 2 _iáy2 
gz Pz (2, y, 2) Cy"  Óy — Fz(z,y,z) 62 —y 


22 procedimiento. Diferenciado la ecuación dada, obtonemos: 
27 de— 4y dy bz do —y dz—2 dy + dy=0. 
De donde doterminamos dz, es decir, la diferencial total de la función 


implícita: 
di= 21 d+ (1 —4y — 2) dy 
Zz= y —62 á 


Comparándola con la fórmula da dnd dy, vemos, (que 
dz 22 dz _ 1-—4y—z2 
dx y—be' 0y  y—fz * 
3”. Sistema de funcionos implícitas. Si el sistema de dos 
ecuaciones 
Píz, y, u, 0) =0, 
G(z, y  u, v)=0 
determina u y y como funciones diferenciables de las variables z e y, y el 
jacobiano 
DP OF 
DF, G) E du dy 
Díu,v) l0GoG 
du dv 


+ 0, 
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las diferenciales de ostas funciones (y por consiguionto, sus derivadas 
parciales) se pueden hallar de las siguiontes ecuaciones 


pr 9F or 9gr 

9 Ay Ay det y do =0, BS 
0G IG 0G SG 

az EA gy 0 A dm 


Ejemplo 3. Las ecuaciones 


UU Y,  ru-pyv=l 


Ju du ÓD dv 
determinan u y » como funciones de zx o y; hallar —=; —; — a 
rd Ys da * ay * da Y dy 
Solución. 1% procedimiento. Derivando ambas ecuaciones 
con respecto a x, obtenemos: 


óx Ta 
du dy 
u+ 27 rg =0 
de donde 
du __Uu+y %vo u+z 
o  — rt=y*0r z=—y' 
Análogamente, hallamos: 

du _ohy do vhs 
y  z=y'* dy y" 


22 procodimiento. Por derivación hallamos dos ecuaciones «que 
relacionan ontro sí las cuatro variables: 


du-+dv=dx+dy, 


du+udi+ydo+vdyazd, 
Resolviendo csto sistema respecto a las diferenciales du y du, obte- 
nemos: 


dun le dr hlo+u) dy y lar (obj 


, 


r—y z-—y 
De donde 

du _  uy+y de vu-ly 

Óx Ey" 0Oy  rt—y" 


0zx y ' 0y “To —y ” 
. Funciones dadas en forma paramétrica. Si la función 
diferenciable < de las variablos x e y so da en ecuaciones paramétricas 


z=x (4,0), y=y(u,v), 2=2(u, b) 


o 


Ox Oz 
D(2, y) 4 0v 
D(u,v) | ay dy 
du de 


=F 0, 
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la diferencial de esta función se puede hallar del sistema de ecuaciones 


( __ Óz EA 
| dx = Ay DD dy, 


_0y Oy 
| dy = 5 du 5 do, (4) 
0z Óz 
LA 


Conociendo la diferencial dz=pdr+qdy hallamos las derivadas parciales 
z 02 
PY" 
Ejomplo 4. La función z de los argumentos z e y viene dada por 
las ecuaciones 
=u-jv, y=u4of, 2=u84 05 (u < y). 
Óz 07 
Hallar rl ay 
Solución. 41% procedimiento. Por diferenciación hallamos 
tres ecuaciones que relacionan entre sí las cinco variables: 
dz =du +-dv, 
dy = du du + 2u du, 


( dz = 3u? du 4 30? do. 
E 


De las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv: 


2v dz —dy dy —2u dz 
d — -—_——————— , e 
Ñ 2 (vp—-u) qe 2 (v—u) 
Ponemos en la tercera ecuación las expresiones así determinadas de du y du: 
de =3u2 2v dx — dy dy — lu dz 


209 1 pm 


en 2_u2 
— Quv (u—v) dr 43 (04) dy ad ea (u+0) dy. 


2 (v—u) 
Dc donde 
0z : 0z 13 
a E a 
29 procedimiento. De la tercora ecuación dada se puede hallar: 
02 du dv Óz du dv 
= Ju? _—— pp A: 177 acia 2 = 
a nr == um (5) 


Derivamos las dos primeras ecuaciones, primoramente, con respecto a z, 
y después, con respecto a y: 


dv On Ou 


du 
0 paso — - p — , De 
da dx 1 gx dy 
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Del primer sistema tenemos: 
du y dv u 


dz vu” Or u—vo' 


Del segundo sistema tenernos: 
_ A 2 1 
dy 2(u—o)” 0y —2(v—u)' 


E , dz z A 
Poniendo las expresiones a va en la fórmula (5), obtenemos: 


dy 
dz 
—- = 3u 2 = —3Jur 
dz ? +30 k 
dz 4 3 
Bt 2 Y A: A ' 
ri ¡fois Hen ro 


1941. Sea y una función de zx, determinada por la ecuación 
y? 
+ =1. 


dy dy dy 
Hallar az * qx3 y Pos 


1942. Sea y una función determinada por la ecuación 
a4y?42axy=0 (a > 1). 
2 
Demostrar, que =4=0 y explicar el resaltado obtenido. 


1943. Hallar E si y=1+y". 


1944. Hallar Y y E si y=x-=— ln y. 


dz 


1945. Hallar (5) y (2)... si 


dx dx? 
“—2ry + y 424 y—2=0. 


Utilizando los resullados obtenidos, representar aproximada- 
mente la gráfica de esta curva en el entorno del punto z=1. 
1946. La función y está determinada por la ecuación 


In Y 2? + y? =a arctg — (a >= 0). 


dy dy 
Hallar + Y dz" 


1947, Y y Eu 


si 
dz ? 


4 +2y—1n (e 4 e =0 
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1948. La función z de las variables z e y se da por la ecuación 


a + 2494 23 —3x2yz —Z2y +3=0. 
dz 
Hallar az y a 


1949. Hallar Á 2, 


y Oy , 
e al 


SE 


1950, La función z viene dada por la ecuación 
224 y?— 2? — xy =0. 


Hallar 32 y — para el sistema de valores = —1, y =0 y z=1. 
02 9z d?z 0% dlz . y2 E 
1951. Hallar 7 ETA A? EXT ; az , SÍ += Le 
NN Ox 0y 02 _ 
1952. f(z, y, 2) =0. Demostrar, que raro —Á. 


1953. z=0qp(x, y), donde y es función de x, determinada por la 
ecuación Y (z, y)=0. Hallar — 
1954. Hallar dz y dz, si 
xa? 4- y 
1955. Sea z una función de las variables x e y determinada 
por la ecuación 


21 722 a?. 


2424 2y?+22—8x2—24+8=0. 


Hallar dz y diz para el sistema de valores x=2, y=U y 2z=1l. 
1956. Hallar dz y d?%z, si ln 2=x+y+:2=1l. ¿A qué son 
iguales las derivadas primera y segunda de la función z? 
1957. Sea la función z dada por la ecuación 
a2+y4zyl(ar+by+2<c2), 
donde q es una función cualquiera diferenciable y a, b, c, cons- 
tantes. Demostrar, que 


(cy —b2) + (1302) 57 = br—ay. 


1958. Demostrar que la función z, determinada por la ecuación 
F (z—az, y—bz) =0 
donde F es una función diferenciabie cualquiera de dos argumentos, 
satisface a Ja ecuación 
dz dz 
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1959. FÍ=, Z)=0. Demostrar, que z — S yr =2. 
1960. Demostrar, quo la función z, o “DO la ecua- 
ción y=x (2) + y (2), satisface a la ecuación 
Jiz (óz y? Óz 02 0%z 927 ( Óz y2 
vá) 233 2 tan (3) =0 
1961. Las funciones y y z de la variable independiente zx se 
dan por el sistema de ecuaciones 


: d de a? 2 
24 y—23=0, 224 2y?-+322=4. Hallar 27 3 y 5 para 


r=4, y=0 y z=1. 
1962. Las funciones y y z de la variable independiente x= se 
dan por el sistema de ecuaciones 


1yz=a, + y+2=)d 


Hallar dy, dz, d*y, d?z. 
1963. Las funciones u y v de las variables independientes z e y 
se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 


U=EI+Yy, uu=y. 
Calcular 
du Qu lu 0% du ue 0 div Ii A 
dx * dy * 022* “drdy * 0y2? dx * dy * 012 dady * oy? 
z=0, y=1. 


para 


1964. Las funciones u y b de las variables independientes 
x e y se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 
u+v=x, u—yu=0. 


Hallar du, du, d%u, d?v. 
1965. Las funciones w y v de las variables rx e y se dan por 
el sistema de ecuaciones implicitas 


z=0Q(u, 0), y=vV(u, uv). 
du du Dv 0% 
ir 


1966. a) Hallar , Si T=UCOSU, Y =USEN UV Y 2=CU. 


Ya 


hb) Hallar ——- , Si I=U+D0, Y=U—V Y 2-=UDb. 


ÓL y Sr 
c) Hallar dz, si x+e**, y=e"" y z=uv. 
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1967. z=F (r, q), donde r y q son funciones de las variables 
x e y, determinadas por el sistema de ecuaciones 


LZ=FCO0SQ, Y=r8enq. 


4 03 0% 
Hallar ETE ET . 


Óz 


1968. Considerando z como función de z e y, hallar E Y y , 


si 1 =GC05PG0s Y, y = bsen p cos y, 
2 = C8en Y). 


$ 10. Cambio de varlables 


Cuando se cambian las variables en las exprosiones diferenciales, las 
derivadas que entran en ellas deben expresarse por medio de derivadas con 
respecto a las nuevas variables, aplicando para ello la regla de diferencia- 
ción de funciones compuestas. 


1% Cambio de variables cn las expresiones que con- 
tionen derivadas ordinarias. 


Ejemplo 4. Transformar la ocuación 
d*y dy , a? 
da da? os dy + 2 y=0, 
a. 4 
poniendo pa 


Solución. Expresamos las derivadas de y respecto a z por medio de 
las derivadas de y con respecto a t, Tenemos: 


dy dy 
dy ar de o AY 
de da A de? 
di q 


dal — dx Vda da 
al 
= Y re PI mms a 
=- (au + E IX 2-2 Ln E. 
Ponemos las expresiones de las derivadas halladas on la ecuación dada 
y cambiando zx por qe obtoncmos;: 
1 d?y 


Y, | 1 dy 
, ¿3 AO, A . a ES Y. POR AA 2:21 =— 
¿2 o(2S e) 2 e) and 


2 
E y m0 
151018 
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Ejemplo:+2. Transformar la ecuación ¡ 
dy y?_ dy 
"a+ ($e) -32=0 
tomando y como argumento y 2 como función. 
Solución. Expresamos las derivadas do y respecto a z por medio de 
las derivadas de x respecto a y 


My _1. 
x dx?” 
dy 
diz diz 
dy df1Nx_d(4Nxdy_ dot. dy 
dr 
dy dy dy dy dy 
Poniendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación dada, tendremos: 
da 
dy? 4 1 
dr cd IT A 
HAN 
o, finalmente, 
dex dxy? 
+ (5) 0 
Ejemplo 3. Transformar la ccuación 
dy 240 
de r—y ' 


pasando a las coordenadas polares 
T=FC0S QP, Y =" Sen q. (1) 
Solución. Considerando r como función de q, de la fórmula (1) 
obtenemos: 
dx = cos p dr —r sen q dq, dy = sen q dr +rcos q de, de donde 
son E cos 
dy sonpdr|rcospdp _ P dp bl 


-— 


dr — coso dr—r sen q dy cos p-7—r sen p 


Poniendo en la ecuación dada las expresiones de z, y y cy tendremos: 


da COS 
o P- reosp+r sen p 


cos q" o 


o, después de simplificar, 
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2%. Cambio de variables en las expresiones que coq- 
tionen derivadas parcialos. 


Ejemplo 4. Transformar la ecuación de las vibraciones de la cuerda 
0% 0% 
er 2 a) 
TN (a 0) 


a unas nuevas variables indepondientes q y P, donde a =x—at, f=x-bat. 
Solución. Expresamos las derivadas parciales de con respecto a z 
por medio de derivadas parciales do u con respecto a « y fB. Aplicando las 

fórmulas de derivación de funciones compuestas 


du  0u da ¿e ON du du dq , du 0 


vd da ot OB 70r dE? da dí * 9 dz? 
obtenemos: 
du Ou Ou Ju 
Ca q. 2) ES be, 
du Ju Qu 
E Fe ep y lr AT 


Volvemos a derivar aplicando estas mismas fórmulas: 


IN E EEE E 
012 ar +) 5) óp Not) ot 


Ósu Bu ] i=o da (5 dtu 02 
da dp gan 0p2 ¿a op ) 
; 0%u 02 n 
= ¿E — e y ms rá y 
j da? .01 08 * 0p2 ) á 
AAA 
012 dx (5)= da 32) óx * 0Blóx) dx 
Sl2u du 0 tu ae du 
(rt tp): atar) => ap Hr 


Poniéndolo en la ecuación dada, tondremos: 


ou 0tu 0%u Ó 0 %u 324 
3 O E PO A A PE O E 
2 (a dE Tar ) d ES ea Pap ) 
o bien, 
04 
ETS 


Ejemplo 5. Transformar la ecuación + y pa, tomando 


1 4 : 
como nuevas variables independientes u=:,v= MET y como nueva función 
1 1 


tw e cs: ll ca. 


= de 
45* 
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Solución. Expresamo3 las derivadas parciales na y > mediante 
las derivadas parciales y >. Para ello, diferenciamos las relaciones 
dadas ontre las variables antiguas y las nuevas 

dz dy de de 
du=dz, dai ber de =p + 
Por otra parte, 
ów ów 
dw =-du-p dv du. 
Por esto 
ów dw de dz 
dr ir SU 
o bien, 
Ow ów [dr dy de dz 
at la) aa 
De aquí que 


1 dw 1 de z2 dv 
ss —= 2 Eo rr e . 
dema ( a) + 


a 
AA) 


Poniendo estas expresiones en la ecuación dada, obtenemos: 


1 Ów 4 06 ów 
O A 8 
E (3 du q 7) +: do 


o bien, 


haciendo z=e!. 
1970. Transformar la ecuación 


(12) eL 0, 


poniendo z= cCUSf. 
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1971. Transformar las siguientes ecuaciones, tomando y como 
argumento: 
d?y dy y? 
a) + ($) =0, 
dy diy dly y2 
b) dez 3 (as) =0. 
1972. La tangente del ángulo y, formado por la tangente MT 
y el radio vector OM del punto de tangencia (fig. 69), so expresa 
de la forma siguiente: 


Transformar esta expresión, pasando a las coordenadas polares: 
T=PCO0SQ, Y="rSCNQ. 


Fig. 69 


1973. Expresar la fórmula de la curvatura de una línea 


»N 


APP A 
1+ (ya 
en coordenadas polares 1=rcCcoS q, y =rsen q. 
1974. Transformar a las nuevas variables independientes u y yv 


la ecuación 


E 20 
Y oz yo > 


Ssiu=z, v=x3271 y, 
1975. Transformar a las nuevas variables independientes u y v 
la ecuación 


siu=x v=Z, 
T 
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1976. Transformar la ecuación de Laplace 


Ou 0%u 
7 taa =0 


a las coordonadas polares r y «q, poniendo 


TI=FCOSQP, Yy=rSenp. 
1977. Transformar la ecuación 


dz 027 
2 2 _ 
ez Y 0, 
haciendo u=xy, v =3 a 
1978. Transformar la “ecuación 
0z 


0z 
ye =(y—2)a, 


introduciendo las nuevas variables independientes 
4. 4 
ida 
y la nueva función w= ln z— (x-+ y). 
1979. Transformar la ecuación 


02z 0% 0% 
óx2 “Ox TON Oy =0, 


tomando como nuevas variables independientes 


U=I+Yy  U= z 


y como nueva función w=-= , 


1980. Transformar la ecuación 


dlz glz dz 
q la TE =0, 


poniendo u=+Y, Vv=2—y, W=ZYy—2, donde w=uw (u, v). 


S 11, Plano tangente y normal a una superficie 


1, Ecuaciones del plano tangente y de la normal 
para el caso en que la superficie ostá dada de forma 
explícita. Recibe el nombro do plano tangente .de una superficie en el 
punto M (punto de contacto) el plano en que están situadas todas las tan- 
gentes en el punto M, a las curvas trazadas en dicha superficio que pasan 
por este punto M. 

Se llama normal de una superficie a la recta perpendicular al plano 
tangente en el punto de contacto. 20 

Si Ja ecuación de la superficie está dada de forma oxplícita en un sistema 
de coordenadas cartesianas, z=f(x, y), dondo f(x, y) es una función diferon- 


Plano tangente y normal a una superficie 23t 


ciable, la ecuación dol plano tangonte en el punto M (xp, Yo» 20) a la super- 
ficie será | 
Z— 29 =Íx (Z9, Yo) (X —20) +1 (20, Yo) (Y — Vo). (1) 


a 20=f (Zo. Yo) y AX, Y, Z, son las coordenadas varlablos de los puntos 
del plano tangente, 


Las ecuaciones de la normal tienen la forma: 


A O a 1 A : (2) 
Íx(Zo» Yo) fy (Zo, Yo) =l 


donde X, Y, Z, son las coordenadas variables de los puntos de la normal. 
Ejemplo 41. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la nor- 


2 
mal a la superficie ¿=p en su punto M (2; —1; 1). 


Solución. Hallamos las derivadas parciales de la función dada y sus 
valores en el punto MY. 


0z ( Oz 5 
e EE, > = “, 
Óx Ox Vi 
dz. 9 0z ) _ 
dy Oy lm 


De donde, aplicando las fórmulas (1) y (2), tondromos: 2—1=2(z—2) + 


+2(y+1) o bien, 224+2y—2z-—1=0, que es la ecuación del plano taagento, 
t=2 y+1 2 


y JS == + , que son las ecuaciones de la normal, 


2. Ecuaciones del plano tangeuto y de la normal 
para ol caso en que la superficio está dada de forma 


implícita. En el caso en que la ecuación de la superficio regular esté 
dada do forma implicita " 


P (zx, y, 2)=0 
y F (Zo. Yo, 20) =0, las ecuaciones correspondientes tendrán la forma 
Fx (%o, Yo, 20) (X — 20) +Fy(Zo, Yo» 20) (Y —Yo) + F2 (30, Yo, 20) (Z—20)=0, (3) 
que es la ecuación del plano tangente, y 
X —2p _- Yoyo  _ Z —%9 
Fx (20, Yo, 20) Fylzo, Yo» 20) Fz(Zo: Yo» 20). 


que son las ecuaciones de la normal. 

Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano tangente y de la normal 
a la superficie 31yz—22=aY yn el punto que tiene 2=0 e y=d. 

Solución, Hallamos la cota z del punto de contacto, poniendo z=0 
e y=a en la ecuación de la suporficio: —23=a3, de donde ¿= —a. Da esta 
forma. el punto de contacto es M (0, a, —a). 

Designando por F (z, y, 2) el primer miembro de la ocuación, hallamos 
las dorivadas parciales y sus valores on el punto M: 


(4) 


Fx =3yz, (Fx) = —302, 
Fy =3gz, (Fyudlw=0, 
F¿=32y—322, — (F2y=—3a?, 
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Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 
— 302 (2 0) +0 (y — a) —30? (24 a) =0, 
o sea, z+24+4=0, ecuación dol plano tangente, 


o sea, FE , €cuaciones do la normal. 

1981. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y las de 
las normales a las siguientes superficies en los puntos que se 
indican: 

a) al paraboloide de revolución z =x?-+ y?, en el punto (1; — 2; 5); 

2 2 2 

bj) al cono F+F-F=0, en el punto (4; 3; 4); 

c) a la esfera x* + y3 4 21 =2/fz, en el punto (r cosa; Aisen a; E). 

1982. ¿En qué punto del elipsoide 


z2 ¿2 y? 
E 
la normal forma ángulos iguales con los ejes coordenados? 

1983. Por.el punto M (3; 4; 12) de la esfera 2? + y? + 22 = 169 
pasan planos perpendiculares a los ejes OX y OY. Escribir la 
ecuación del plano que pasa por las tangontes a las secciones que 
originan aquéllos, en el punto común M. 


1984. Demostrar, que la ecuación del plano tangente a la 
superficio central de 2” orden 


ax? + by + 02? =k 
en su punto M (Zo, Yo, Zo) tiene la forma 
aXZoXZ + dbYoYy + C2p2 = K. 


1985. Dada la superficie x?4- 2y4? + 32% =21, trazar a ella pla- 
nos tangentes que sean paralelos al plano z+4y-p 62 =0. 
1986. Dado el elipsoide 


q? y2 z2 
tata Í 


trazar a él planos tangentes que intercepten en los ejes coordecna- 
dos segmentos de igual longitud. 

1987. Hallar en la superficie 22+y?—z2?—2x=0 los puntos 
on que los planos tangentes a ella sean paralelos a los planos 
coordenados. 

1988. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
zyz-=m* forman con los planos coordenados tetraedros de volumen 
constante. 
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1989. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
Vri+Vy+VW2 =V a intercoptan en los ejes coordenados segmen- 
tos, cuya Suma es constante. 

1990. Demostrar, que el cono 

ql y2 23 
CS 
y la esfera 


blo y2  b2 
eya (2 LAY == (0 + 02) 
son tangentes entre sí en los puntos (0, + 6, c). 

1991. Se llama ángulo entre dos superficies cn el punto de su 
intersección, al ángulo que forman los planos tangentes a dichas 
superficies en el punto que se considera. 

¿Qué ángulo forman en su intersección cl cilindro zx? 4 y?= Re” 
y la esfera (1—.R)+y?*+22=R? en el punto M(>5; ES En 0)? 

1992. Se llaman ortogonales las superficies que se cortan entre 
sí formando ángulo recto en cada uno de los puntos de la línea 
de su intersección. 

Demostrar, que las superficies 124 y? + 22 = r? (esfera), y =zxtg0 
(plano) y 2?=(1*+ y?) tg? p (cona), que son superlicies coordenadas 
del sistema de coordenadas esféricas r, p, y, son ortogonales entre sí. 

1993. Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie 


cónica z=xf (2) en su punto M (xo, Yo, Zo), donde p¿>40, pasan 
por el origen de coordenadas. 
1994*. Hallar las proyecciones del elipsoide 
2 y 23—g3y—d=0 
sobre los planos coordenados. 
1995. Demostrar, que la normal, en cualquier punto de la super- 
ficie de revolución z=f ( Y 124 y?) (+0) corta a su ejo de rotación. 


$ 12, Fórmula de Taylor para las funclones de varlas 
variables 


Supongamos que la función f(z, y) tiene en un entorno del punto (a, b) 
derivadas parciales continuas hasta el orden (r+4) inclusive. Entonces, 
en este entorno so verifica la fórmula de Taylor: 


f(x, y) =f (a, b)+ <p Us (a, D) (2—a)+f; (a, bd) (y —b)] + 
+ar [Fix (a, d) 2— a) 247, (a, d) (2—a) (y —b) +45, (a, b) (y —bI+ --- 


ct [69 +00] 10 0+R (50 (0 
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dondo 


Ra 0 [e-03 +09] > 
xfla+0(2—0), b+0(y—=b] — (0<O<1). 


En otras notaciones: 


He+l, y +0) =4 (e, 0) Hp Dilo 1441; (e, 91H 09 (2 + 


e MN 1 4 0 Ó 
3-2hkf%,, (z, Ye (z, yI+ es. +5 (a +3) te y) 4- 
4 : 1 
tl) ey +0, (a) 
o bien, 


A (2, 1) =df (2, 1) Hp (a, +. 


AO DA (+8 y 40%). (3) 


En el caso particular en que ac==b==0, la fórmula (1) recibe el nombre 
de fórmula de Maclaurin. 


eS análogas son válidas para las funciones de tres y más va- 
riabloes. : 

Ejemplo. Hallar el incremento que recibe la función f(x, y)= 
Pi al pasar do los valores z=14, y==2, a los valores 1, =1+%, 
y =24+*. 

Solución. Il incremento quo se busca puede encontrarse aplicando 
la fórmula (2). Calculamos previamente las derivadas parciales sucesivas 
y sus valores on el punto dado (1, 2): 


1 (2, y) =3224 8y, f (1; 2) =3-14+3-2=9, 
fi (2, y) = —8y?4-3z, f (1; 2)= —6-44-3-1= —21, 
Fix (2, y) =6z, Fi (1; 2)==6:1=6, 
Lx (E, Y) 3, Fey 15 2 =3, 
Hijy (2, y) = —12y, fo, (1; 2) =—12.2= —2, 
Ll (E, Y) =6, xo (1; 2) =6, 
Fxy (E) Y) =0, sy 15 2) =0, 
by (z, Y) =0, Fis (15 20, 
Pip (Es y) — 12, Fey (6 2) =—12. 


Todas las derivadas siguiontes serán idónticamente iguales a cero. 
Poniendo los resultados obtenidos en la fórmula (2), obtenemos: 


Af (2, y =] (14-h, 24) —] (1, 2) =h-94-k (21) + 
+35 162-64-2hk-34-48 (24) + y 18-64-34%k-0-+3hK%.0 4-49 (—12)] = 
—= 9h —21k +-3%2 + 3hk —1242 + h3—2K3, 
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1996. Desarrollar f(x+%h,y++%) en potencias enteras y posi- 

tivas de h y k, si 
f(x, y) =ax*+ 2bxy + cy?. 

1997. Desarrollar la función f(x, y) = —2?*4 2xy + 3y?—6x— 
E A por la fórmula de Taylor en un entorno del punto 
(—2; 1). 

1998. Hallar el incremento que recibe la función f(x, y) = x*y 
al pasar de los valores 2=:» 41, y=1 a los valores 


1999. Desarrollar la función 
f(2=, y, 2) =13y*42%42ry—yz—4t— 3y—z+4 


por la fúrmula de Taylor en el entorno del punto (1; 1; 1). 
2000. Desarrollar f(z+%A,y+*%,z+l). en potencias enteras 
y positivas de kh, le y l, si 


iz, y, 2) =13%9 +y?* 422 —2xy — 212—2yz. 


2001. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin, hasta los tér- 
minos de 3% orden inclusive, la función 


fix, y) = e sen y. 


2002. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin, hasta los térmi- 
nos de 4 orden inclusive, la función 


f (2, y) =C0S T COS y. 


2003. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; 1) hasta los términos de 2” orden inclusive, la función 


f(x, y) = y”. 


2004. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; —1) hasta los términos de 3” orden inclusive, la función 


f(x, y) =e", 
2005. Deducir las fórmulas aproximadas, con exactitud hasta 


los términos de 2” orden, con relación a las magnitudes a y P, 
para las expresiones 


a) arotg FER; dy y CEPA, 


si la] y |B] son pequeños en comparación con Í. 
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2006*. Aplicando la fórmula de Taylor, hasta los términos 
de 2? orden, calcular aproximadamente: 


a) Y 1,03; Y/0,98; hb) (0,95)222, 


2007. Sea z una función implícita de z e y, determinada por 
la ecuación z*-—-2224-y=0, que toma el valor z=1 cuando x=1 
e y=1. Escribir varios términos dcl desarrollo de la función z 
en potencias crecientes de las diferencias z—1 e y—1. 


$ 13. Extremo de una funclon de varias varlables 


17, Definición de extremo do una función. So dice que 
una función f(x, y) tiene un /rárimo (o ur mínimo) f (a, b) en el punto 
P (a, b), si para todos los puntos ?” (zx; y) diferentes de P, de un entorno 
suficientemente pequeño del punto P, se cumple la desigualdad f(a, db) > 
>f(z, y) (o, respectivamente, / (a, ES f(x, y). El máximo o minimo de una 
función recibe también el nombre du extremo de la misma. Análogamente 
se determina el extremo de una función de tres o más variables. 

27. Condiciones necesarias ara la existencia de 
extremo. Los puntos, en que la función diferenciable f(x, y) puode alcan- 
zar un extromo (es decir, los llamados puntos estacionarios), se hallan resol- 
viendo ol sistoma do ecuaciones 


fulz, y) =0, f(x, y) =0 (1) 


(condiciones necesarias para la existencia de oxtremo). El sistema (1) os equi- 
valente a una ecuación df (;, y) =0. En el caso general, en el punto extremo 
P (a, b) do la función f (z, y), o no existo df (a, b) o bien df (a, b) =0, 

3% Condiciones suficientes para la extstencia de 
extromo. Sea P (a, b) un punto estacionario de la función f(x, y), es decir, 
df (a, b)=0. En este caso: a) si d3f (a, b) < 0, siendo dx2-+ dy2 >0, f (a, b) 
es un mázimo do la función f(z, y); b) si d2f (a, b) >0, siendo d12+ dy? > 0, 
f(a, b) es un mínimo de la función f(x, y); c) si d%f (a, db) cambia de signo, 
A b) no os punto extremo de la función f (z, y). 

Las condiciones citadas equivalen a las siguientos: sea f_ (a, b)= 
=f,,(a, d)=0 y A=fy, (a, b), B=fz,(a, d), C=fJ,, (2, 5). Formamos el dis- 
erinunante 

A =AC— B?,. 


En este caso: 1) si A7>>0, la función tieno un extremo on el punto 
P (a, b) y éste es un máximo, si A<0 (o C<0), y un minimo, si 4>0 
(o CSO: 2) si A<O, en el punto P(e, b) no existe extremo; 3) si Axx0, 
la existencia de extremo de la función en el punto 2 (a, b) queda indeter- 
minada (es necesario continuar la invostigación). 

4%. Caso de funciones de muchas variables. Para las fun- 
ciones de tres o más variables, las condiciones necesarias para la existencia 
de extremos son análoyas a las condiciones del párrafo 41?, (1), y las con- 
diciones suficientes, análogas a las del párrafo 3%, a), b) y t). 


Ejemplo 1. Averiguar los extremos de la función 
2=138 4 31xy2— 152 —12y. 
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Solución. Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema 
de ecuaciones (1): 


03 = 2 2 An 93 = => == 
$7 = dz +3y 15=0 Y = Ezy 12 =0 


a bien, 
124-y2-5=0, 
xy —2=0), 
Resolviendo este sistema obtenemos cuatro puntos estacionarios: 
P1(112 P2(2; 1) Pal(—1; —2); P¿(—2; —1). 
Hallamos las derivadas de 2% orden 


tz dz dz =6x 
dre  “"* 0x0y "”"  0ya— 


y formamos el discriminante A=A4C-—¿P? para cada uno de los puntos esta- 
cionarios. 


d2z 937 
1) Para el punto P,: A (= E 6, B (a 75) 12, C 


2 
= (7), =68, A=4C—B2=36—144 <0. Es docir, en el punto P, no hay 
1 
extremo. 
2) Para ol punto Pa: A=12, B=6, C=12; A=144—36 >0, 4>0. En 
el punto Pa la función tiene un mínimo. Este minimo es igual al valor 
de la función cuando x=2, y=14: 


Imp =8+8—30—12= —28. 


3) Para el punto Ps: 4=-—6, B=-—12, C=—6; A=36—144<0. 
No hay extremo. 

4) Para el punto P¿: A=—12, B=—6, C=-—412 A=144—36>0, 
A<_0. En el punto 4, la función tiene un máximo. Este máximo es igual a 


Zmg=—8—6+30412=28. 


5% Extremo condicionado. Se llama extremo condicionado 
do una función f(x, 2), en el caso más simple, al máximo o mínimo de esta 
función, alcanzado con la condición de quo sus argumentos estén Jigados 
entre sí por la ecuación q(z, y)=0 (ecunción de enlace). Para hallar el ex- 
tremo condicionado de la función f (z, y), con la ecuación do enlace p (2, 2) =0, 
se ¿jorma la llamada función de Lagrange 


Pre, y =f(%, Y +4-9(z, y), 


donde 4 os un multiplicador constante indeterminado, y se busca el extremo 
ordinario do esta función auxiliar. Las condiciones necesarias para que lnya 
un extremo se reducen al sistema de tres ecuaciones 


OF Oi dp 
E A 
or Oj op (2) 
107) 0y e dy 0, 
9 (z, y)=0 


con tres incógnitas, z, y, A, de las que, en general, se pueden deducir éstas. 
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El problema de la existencia y el caráctor del extremo condicionado se 
resuelve sobre la base del estudio del signo quo tiene la segunda diferencial 
de la función de Lagrango 


93F 02 F gar 
= 3 2 
deF (x, y) 473 dz +2 dz dy dx dy Tar Y 


para el sistema de valores do z, y, A que investigamos, obtenido de (2), 
con la condición de que dz y dy estén relacionados entre sí por la ecuación 


0 3 
5 24 y ty=0 (d22 + dy? + 0). 


Precisamente, la función f(z, y) tendrá un máximo condicionado, si d2F <0, 
y un mínimo condicionado, si d2F”>0, En particular, si el discriminante 
A para la función F (zx, y) en el punto cstacionario es positivo, en esto punto 
habrá un máximo condicionado de la función f(x, y), si AO (o C<O), 
y un mínimo condicionado, si A7>>0 (o C'>0). 

Análogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones 
de tres y más variables cuando existen una o más ecuaciones de enlace 
(cuyo número dehe ser menor que el de variables). En este caso. hay que 
incluir en la función de Lagrango tantos multiplicadores indeterminados 
como ecuaciones du enlace haya. 

Ejemplo. 2. Hállar los extremos do la función 


3=6—421—3y, 
con la condición de que las variables z e y satisfagan a la ecuación 
zi yid, 


Solución. Geométricamonto, ol problema sv. reduce a encontrar los 
valores máximo y mínimo de la cota 2 del plano z=6—áz=—3y para sus 
puntos de intersección con el cilindro 224 y2=1. 

.Formamos la función de Lagrango 


Fs, y)=6—42—3y +2 (22 +y24). , 


Tenemos, ca = — 4+2Azx, 0 == —3-+24y. Las condiciones necesarias pro- 
porcionan ol sistema de ecuaciones 

f —4424x 0, 

la —3+214y =0, 

Usi4yl=1, 
rosolviendo ol cual, encontramos: 

> 9? 1 5? y= 5 
y 
5 4 3 
AS RA AS 
Como 
ger 92P 02P 
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tenemos 
d3F =24 (d22 + dy?). 
ay 5 4 3 eto 
Si Ags Ln e Y =p, entonces, d2F' ">0, y, por consiguionte, en este 
punto la función tiene un mínimo condicionado. Si A= == e — 2 e 


3 Tal eE 
== entonces, 42F < 0 y, por consiguiento, en esto punto la función 


tione un máximo condicionado. 
De esta forma, 


16 9 
AOS 1 


función, diferenciable cn una región acotada y cerrada, alcanza su valor 


+— 


6% Máximo y mínimo absolutos de la "función. Toda 
0 


Fig. 70 


máximo (mínimo), o en un punto estacionario, o en un punto de la frontera 
de la región. 
Ejemplo 3. Determinar los valores máximo y mínimo de la función 


¿04 y day 2+y 
en la región 
z <0, y <0, TY > 39. 
Solución. La región indicada es un triángulo (fig. 70). 
1) Hallamos los puntos estacionarios: 
(2. m2x—y+1=0, 
1 2 = 2y —12+1=0; 
de donde =-— t, y = —1; obtenemos el punto M(—i1; —+4). 
En el punto M el valor de la función es zq4=-—4. No es necesario 
investigar si hay extremo. 
2) Examinamos la función en la frontera de la región. 


Cuando z=0, tenemos que z=y?*?+y, y el problema se reduce a buscar 
el máximo y mínimo absolutos de esta función de un argumento en el 
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segmento —3<y<0. Al hacer esta investigación, hallamos que 

máx. abs.) xo == 6 en el punto (0; —3) y anto. nba.) xe0 E Y en el pun- 
1 

to O; —.y 


Cuando y=0, obtonomos que zmw2x2-+-x. Anúlogamento hallamos, que 


(máx. abs. Jy=0=8 en el punto (—3; 0) y (Zmín. abs.) ymo = 777 en el punto 


— -—— : 0 
Cuando + y=-—3 0 bicn y=-—3-—x, tendremos que z=3x2-49x-+6. 
z 3 
Análogamente hallamos, que (Zm5n. abs. dle+y=3= — y en cl punto ( => 


5] ): (máx. abs.Jxa+y=-3 8 coincide con  (2máx abs.Jw=08 Y “on 
(máx. abs.) yo: En la recta 14 y=-—3 se podría hacor la investigación de 
la existencia de extremo condicionado sin recurrir a la función de un solo 
argumonto. 

3) Comparándo todos los valores de la función z obtenidos, llegamos 
a Ja conclusión do que Zmsr aps, =6 en los puntos (0; —3) y (—3; 0) y 
2mín.aps, = —1 €n el punto estacionario M. 


Investigar si tienen extremos las siguientes funciones de dos 
variables: 


2008. z= (x— 1)? + 2y?. 

2009. 2=(x—1)?—2y?, 

2010. 2=13%4+ xy + y? — 2—y. 

2011. z=x%y* (6—x—y) (1:>0, y >0). 
2012. 2 =11+y*— 22? + 4xy — 2y?. 


2013. 2=2y Y/ 1-H-%. 
2014. 2=1-— (224 y? 
2015. 2 (2384 y?) e et), 


2016. ¿== — 1HFTY_ 
Vi1i4+x+ ys 


2016.1. ++ y (x>0, y >0). 
2016.2. z =e*"Y (r? — 2y?). 
Hallar los extremos de las funciones de tres variables: 


2017. u=x24 y? 22—zxy+x-— 2z. 
2 2 2 
2018. u=x HET +A (>, y >0, z>0). 


Problemas de determinación de los máx. y mín. absol. de las funciones 241 


Hallar los extremos de las funciones z, dadas de forma im- 
plícita: 

2019*%. 24 y? 42? — 2x3 +4y —62—11 =0. 

2020. 13 —y—3x4+4y + 22+2—8=0. 

Determinar los extremos condicionados de las funciones: 

2021. z=xy, si r+y=1. 

2022. 2=x+2y, si 22 + y?=05. 

2023. 2=a+ yl, si Fip=l 

2024. z=cos* x + cos? y, si y—1=- ; 

2025. u=x—2ly+2z, si 2? 4- y? 4-22=9, 


2026, u=P Ey, si FAA 1 (> > 0>0). 


2027. u=xy?23, si z+y+2=12(1>0, y >0, 2 >0). 
2028. u= zxyz con. las condiciones: 2+y+2=5, 


y +Fyz+2zx3=8. 
2029. Demostrar la desigualdad 
2 > TYZ, 
si x>0, y>0, 2>0. | 
Indicación. Buscar ol máximo de la función u=zxyz con la condi- 
ción do que 2+y+2=8. 
2030. Determinar el imáximo absoluto de la función 
z=1l+x+2y 
en las regiones: a) >0,y>0,1+y<1;b) 2>0, y<0, z—y<Í. 
2031. Determinar el máximo y minimo absolutos de las jun- 
ciones: a) z=2*y y b) z=x3*—y? en la región 224 y?<1. 
2032. Determinar el máximo y minimo absoluto de la función 
z =senz +sen y +sen(x-+y) en la región OSI, 0O<y< + 


2 > 
2033. Determinar el máximo y mínimo absoluto de la función 


2=x +y—3xy en la región 0<r<2, —1<y<2. 


$ 14. Problemas de determinacion de los maximos y minimos 
absolutos de las funciones 


Ejemplo 1. Hay que dividir un número ontero a en tres sumandos 
no negativos de manera que el producto de éstos seca máximo. 

Solución. Sean los sumandos quo se buscan x, y, a—z-—y. Busca- 
mos el máximo absoluto de Ja función f (2, y) =xy (a—z— y). 


16—1018 
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2036. Entre todos los triángulos de perímetro igual a 2p, ha- 
llar el que tiene mayor área. 

2037. Hallar cl paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sca la menor posible. 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (zx, y) tal, 
que Ja suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, 2=0, y=0, z—yW4-1=0, sea la menor posible. 

2040. Hallar el triángulo de perimetro 2p dado, que al girar 
alrededor do uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un plano se dan tres puntos maleriales P,(z,, yy), 
Po(t2, Yo) y PalZs, Ys), cuyas masas respectivas son mM,, Mz Y Ma. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (x, y) para que el momento 
cuadrático (momento de inercia) de esto sistema de puntos, con rela- 
ción a dicho punto P (es decir, la suma m,P,P? + m¿P,P?* 4 myP¿P?) 
sea el menor posible? ] 

2042. Hacer pasar un plano por el punto M(a, b, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepipedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcular las dimensiones exteriores que deberá toner un 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare- 
des Ó y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ¿En qué punto de la elipse 


ye ya 
Ci id 
la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 


de menor área? 
2046*. Hallar los ejes de la elipse 
d1? 4 8xy + 5y? =9. 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y=:x*, y una recta, z—y—2=0,. Huy que unir estos ríos por 
medio de un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible. 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 


2049. Hallar la distancia más corta del punto M(1, 2, 3) a la 
recta 


16+ 
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Por el sentido que tienc el problema, Ja función f(x, y) 8e examina 
dentro del triángulo cerrado 2>0, y 0, z+y sa (fig. 71). 
Roso viendo 01 sistema 


f¿(z, y) = y (la—2r—y)=0, 
ft, (ay =2u (a —z—2y)=0, 


obtenomos para el inlerior del triángulo un solo punto estacionario 


a a , . o. z 
($: 7) . Para él comprobamos si se cumplen Jas condiciones necesarias. 
Tenemos 

Fx (LY) —2Y, Fi (2 y)=0—22—2y, — fiy (2, y)=—2z. 
E a e 2 
J'or consiguicate, A=17.. (> +) =—=3 4 
» (+ e 
B= ly (> 7)==30 
a (+ +) opa 
cul: 31 30y 


Es decir, ja función tiene máximo en e] punto ($: +) ; 


Y 
(0;a) 


(aj0r * 
Fig. 71 


Como en el contorno del triángulo la función f(x, y)=0, este máximo 
será el máximo absoluto de dicha función, es decir, el producto será máximo 


a La > . dá e. 
caeardo T=Yy=0—1=Y ==" y el valor máximo del mismo scrá igual 
03 

Observación. Uslte problema podría haberse resuelto también por el 
método del extremo condicionado, buscando el máximo de la [unción u= xyz 
con la condición de que + y +2z=4. 


2034. Entre todos los paralclepípedos rectangulares de volumen 
V dado, hallar aquél cuya superficie total sea menor. 

2035. ¿Qué dimonsiones deberá tener un baño abierto, de volu- 
men V dado, para que su superficie sea la menor posible? 
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2036. Entre lodos los triángulos de perímetro igual a 2p, ha- 
llar el que tiene mayor área. 

2037. Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible. 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (zx, y) Lal, 
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, 2=0, y=0, z—y+1=0, sea la menor posible. 

2040. Hallar cl triángulo de perímelro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un plano se dan tres puntos materiales Pi, (x,, y;), 
Pa(t2, Ya) y Pyl%3, Ya), cuyas masas respectivas son M,, Mz Y Mg. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (zx, y) para que el momento 
cuadrálico (momento de inercia) de osle sistema de puntos, con rela- 
ción a dicho punto P (es decir, la suma m,P,P? + m,P,P* + m¿Py¿P?) 
sea ol menor posible? ; 

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044, Calcular las dimensiones exteriores que doberá tener un 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare- 
des Ó y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ¿En qué punto de la elipse 


q2 y2 
atril 


la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 
de menor área? j 
2046*. Hallar los ejes de la elipse 
51? + 8xy + 5y?=9. 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y=x*, y una recta, z—y-—2=0. Hay que unir ostos rios por 
medio de un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible. 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 

2049. Hallar la distancia más corta del punto M(1,2,3) a 1 
recta ba 


[t)* 
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.:2050%. Los puntos A y B están situados en diferentes medios 
ópticos, separados el uno del otro por una línea recta (fig. 72). 
La velocidad de propagación de la luz en el primer medio es 
igual a v,, en el segundo, a Va. Aplicando el «principio de Fermat», 
según el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la línea 
AMB, para cuyo recorrido necesita el mínimo de tiempo, deducir 
la ley de la refracción del rayo de luz. 


A 


A, jc B, 
| 
Fig. 72 Fig.?73 


2051. Aplicando el «principio de Fermat», deducir la ley de la 
reflexión del rayo de luz de un plano.en un medio homogéneo (fig. 73). 

2052*. Si por un circuito eléctrico de resistencia RR pasa una 
corriente I, la cantidad de calor que se desprende en una unidad 
de tiempo es proporcional a 7?R. Determinar, ¿cómo habrá 
que distribuir la corriente I en £,, l¿ e fz valiéndose de tres 
conductores de resistencias Hi,, flo, y £tz, respectivamente, para 
conseguir que el desprendimiento de calor sea mínimo? 


S 15. Pentos singulares de las curvas planas 


4% Definición de punto singular. Un punto M (zg, yo) de 
una curva plana f(x, y) =0 se llama punto singular, si sus coordenadas satis- 
lacen Sirmultáncamente a las tres ecuaciones: 


J (Zo, yo) =0, fx (Zo, Yo) =0, fu (Lo, Yo) =0. 


2. Tipos principalos de puntos singulares. Suponga- 
mos que en el punto singular M (2p, yo) las derivadas de 2% orden 


A= [xx (zo, Yo), 
B= xy (Zo, Yo), 
C=fuy (Zo, Yo) 


no son todas iguales a cero y que 
A=AC—Ba, 
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en este caso tendremos: 
a) si A>0, M será un punto aislado (lig. 74); 
b) si A<O, M será un punto crunodal (punto doble) (fig. 75): 


Fig.74 Fig. 75 


c) si A=0, M puedo ser un fpunto de retroceso de 13 especie (fig. 76) o” de 
2a especie (fig. 7), o un punto aislado, O punto doble con tangenteg coinci- 
dentes o tacnodo (fig. 78). 


y 


M 
Fig.?76 Fig. 77 Fig. 78 


Al resolver los problemas de este apartado, se considera obligatoria la 
construcción de las curvas. 

Ejemplo 4. Demostrar, que la curva y¿i=ax38+x3 tiene: un punto 
erunodal, si 4>>0; un punto aislado, si ¿<0 y un punto do retroceso de 
ía especio, si a=0. 

Solución. En este caso f (7, y) =2a1224+:x3-—y3, Hallamos las derivadas 
parciales y las igualamos a cero 


felz, y) =2a2+312=0, 
fu (2, y) = —2y=0. 


Este sistema tiene dos soluciones: 0(0;, 0) y N (-5 a,0], pero las coor- 


denadas del punte N no satisfacen a la ecuación de la curva dada. Es decir, 
hay un solo punto singular 0 (0; 0). 
Hallamos las segundas derivadas y sus valores en el punto O; 
fai (2, y)=2a+6x, A=2u3, 
Íxy (+=, y) =0, B=0, 
fuv (2, y)=—2, C=-—2, 
A=AC-—B?*?— —44. 
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lor consiguiente, 

Si a>0, AO y el punto O será ua punto crunodal (fig. 79); 

Si a<0, A>0 y el punto O será un punto aislado (fig. 80); 

Si a=0, A=9. La ecuación de la curva en este caso será y2=—zx53 o hion 
y=>+ Y z3, dondo z>0; la curva es simétrica con respecto al eje OX, que 


y 
a» 
0 A 
Fig.79 Pig. 80 Fig. 81 


es tangente a la misma. Por consiguiente, el punto M será un punto de 
retroceso de 12 especie (fig. 81). 


Determinar el carácter de los puntos singulares de las curvas 
siguientes: 


2053. y? -= —1?4 21. 

2054. (y — 12) = 15, 

2095. aty?=axt— a. 

2056. x*%y* — 1? —y? =0. 

2057. 124 y8—3axy =0 (folium de Descartes). 
2058. y? (a—x)=x? (cisoide). 

2059. (124 y?y = 0? (1?— y?) (lemniscata). 

2060. (a+ x)y =(a—x) a? (estrofoide). 


2061. (22 + y?) (1— a)? = bx? (a>0, b>0) (concoide). Examinar 
tres casos: 

1) a>b, 2) a=b, 3) a<). 

2062. Determinar cómo varía cl carácter del punto singular 
de la curva y2=(2—a) (x—b) (x—c) en dependencia de los valores 
de a, b y c(a<b<c son reales). 
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S 16. Envolvente 


17. Definición de la envolvente, £nvulvente de una familia 
de curvas planas se llama a la curva (o al conjunto do curvas) tangente 
a todas las líncas de dicha família, advumás cada uno de sus puntos tiene 
contacto con alguna de la líneas de la familia que se examina. 

2. Ecuación de la envolvente. Si una familia do curvas 
dependiente de un parámetro varivblo « 


Fo, y, a) =0 


tiene envolvente, las ecuaciones paramétricas de ésta se determinan por 
medio del sistema de ecuaciones 


f(z, Y, 0.) =0, 


Uta (z, y, a)=0. Mm 

Eliminando el parámetro a del sistema (1), obtendremos una ecuación de 
la forma 

D (x, y) =0. (2) 


Debe advortirse, que la curva (2), obtenida formalmente, llamada curva 
discriminante, además de la envolvonte, si ósta existe, puede contener lugares 
ps de puntos singulares de la familia dada, que no forman parte 

c la envolvonto de la misma. 
Ai Al resolver los problemas de esto parágralo, se recomienda hacer los 
¡bujos. 
Ejemplo t. Flallar la envolvente de la familia de rectas 


z cosa +ysona—p=0 (p=const., p >0). 


Solución. Esta familia «de rectas depende del parámetro a. Forma- 
mos ol sistema de ecuaciones (1) 


rcosa+ysinao—p=0, 
— í sen a. + y eos 1 =0. 


Resolviendo este sistema con respecto a z e y, obtenemos las enuaciones 
pacamótricas de la envolvente 


I=PC03A%, Y=PpS$0N a. 
Blevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumándolas, eliminamos el pará- 
metro «a: 

224 y2= p?, 


Es decir, la onvolvente de esta familia de rectas es una circunferencia 
de radio p con el centro en el origen de coordenadas. La familia de rectas 
dada es, a su vez, la familia de tangentes de esta circuuferencia (fig. 82). 


2063. Hallar la envolvente de la familia de circunforencias 
(rar y= E. 
2064. Fallar la envolvente de la familia de rectas 


P 
Ie 
(k es un parámetro, p == consi). 
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2065. Flallar la envolvente de la familia de circunferencias de 
radios iguales a R, cuyos centros se encuentran en el eje OX. 


2066. Flallar la curva que envuelve a un segmento de longi- 
tud ¿, cuando sus extremos resbalan por los ejes de coordenadas. 


Vo 


0 X 


Fig. 82 Fig. 83 


2067. Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman 
con los ejes de coordenadas triángulos de área constante $. 
2068. Hallar la envolvente de las elipses de área constante £, 
cuyos ejes de simetría coinciden. 
69. Averiguar el carácter de las curvas discriminantes de las 
familias de curvas siguientes (C es el parámetro): 


a) y=(x—C)? (parábolas cúbicas); 

b) y? =(x-—.C)* (parábolas semicúbicas); 
c) y =(x—C)? (parábolas de Neil); 

d) (a+) (y —C)* =x? (a—2x) (estrofoides). 


2070. La ecuación do la trayectoria que sigue un proyectil 
lanzado desde el punto O, con la velocidad inicial vy y formando 
un ángulo «. con el horizonte (prescindiendo de la resistencia del 
aire), es 
ga? 

y =zig0—>373 cos? q * 

Tomando el angulo a como parámetro, hallar la envolvente de 
todas las trayectorias del proyectil situadas en un mismo plano 
vertical («parábola de seguridad») (fig. 83). 
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S 17. Longitud de un arco de curva en el espacio 


La diferencial del arco de una curva en el espacio en coordenadas carte- 


sianas rectangulares es 
ds= Y d2124-dy3+d23, 


donde z, y, z, son las coordenadas variables del punto de la curva. 
Si 
=x(t), y=y(l), 2mz (t) 


son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en el intervalo comprendido ontro ¿=ft, y t=1f, será 


AVI A 


Hallar la Jongitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 — 2076: 


2071. z=1t, y=*?, == desde ¿=0 hasta t= 2. 


l 


2072. z=2c08t, y=2sen!, 2=t desde t=0 hasta £=x. 


2073. z=e cost, y==e sent, z=e! desde ¿=0 hasta un valor 
arbitrario de £. 


2074. =>, ¿== desde z=0 hasta z=06. 


2075, z22=3y, 2xy =9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M(333,2).  ': 

2076. y=aarcsenmZ, ¿=-1n uE desde el punto O(0; 0; 0) 
hasta el punto M4z5, Yo, Zo). 


2077. La posición de un punto en cualquier instante £(t > 0) 
se determina por las. ecuaciones 


x=dt, y=i1n!l, 21 


Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
t=4 y t=10, 


$ 18. Funcion vectorial de un argumento esealar 


19 Derivada de una función vectorial de un argu- 
mento escalar. La funcion vectorial 4=a (1) puede determinarse dando 
las tres funciones escalares a; (t), ay (t) y az(t) de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas: 


a=ay (1) 140, (1) $44, (1) de. 
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S 17, Longitud de un aroo de curva en el espacio 


La diferencial del aroo de una curva en ol ospacio en coordenadas carte- 
sianas rectangulares cs 


dsee Y da24 dyi+dzB, 


dondo z, y, z, son las coordenadas variables del punto do la curva. 
Si 
r=x (8), y=y(t) z=2(2) 


son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en ol intervalo comprendido entre t=?, y t=Lz será 


¿ da da YE, y dz y 
z tí 2 
1 V (5) Ha) +7) * 
1 
Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 —-2076: 


2071. x=t, y=?, 1= E desde 2=0 hasta ¿=2. 


2072. z=2c0sft, y=2sen!f, ¿=21 desde ¿0 hasta ¿=x. 


- 2073. z=e'cost, y=e'sont, z=e' desdo ¿=0 hasta un valor 
arbitrario de ft. 


: qa ai 
2074. y=3, 1=-¿- desde z=0 hasta z=6. 


2075. 1? ="3y, 2xy =9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M (3; 3; 2). 

2076. y =aarcsen—, ¿== In + desde el punto O(0; 0; 0) 
hasta el punto M (Zo, Yo, 20)- 


2077. La posición de un punto on cualquier instante t (t >> 0) 
se determina por las ecuaciones 


=2t, y=l1nt, z=8*, 


Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
t=1 y t=10. 


$ 18. Funclon vectorial de un argumento escalar 


17 Derivada de una función vectorial de un argu- 
monto escalar. La función vectorial «¿ma (1) puede determinarse dando 
las tras funciones escalares ax(t) 2y(1) y az(t) de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas: 


a=0:() 4402, ()Í+0, (1) k. 


250 : Funciones de varias variables 


La derivada de la función vectorial «=a (t) con respecto a] argumento 
escalar £ os una nuova función vectorial determinada por la igualda 


de 1. A(54-At)—a(t)_ dex(t) de At de y 
TN At TIN das 


El módulo da la derivada de la función vectorial es igual a 


VA)" 
Ll 


El extremo del radio vector variable »=>(t) describe en el espacio una 
Curva 


E Lt 


r=x(0) +4 (0JI+2(0k, 

que recibe el EEES de hodógrafo dol vector ». 

La derivada a ropresonta de por sí un vector, tangente al hodógralo 
er el punto corrospondiento, 
dr |_ de 
dt di 
o es la longitud del arco del hodógrafo, tomada desde cierto punto 
inicia 


En particular, er = 1 
Si ol parámetro t es cl tiempo, eE a os el vector de la velocidad del 


di 
dy dv Ñ 
extremo del vector >», qa O es ol vector de la aceleración de dicho 


extremo. 


2. Reglas principales para la derivación de fun- 
A voctoriales de un argumento oscalar. 


da , db de. 
1) Sr dsd Gir a0l e TEE TE 
2) AS doude m es un escalar constante; 


3) a ; —— (pa) = > t+0 , donde  (¿) es una función escalar de £: 


e (ab) = at Fl 


ab. 

5) E 7 (0x0) = 57 TXb+a exar 
da de. 
6) elo (1)] = dy k de? 
7) a o, si | ez | =const. 


Ejemplo 4. El radio vector de un punto móvil, en cualquicr ins- 
tante do ticimpo, se da por la ecuación 


r=i—48Í + 3%. (1) 
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Determinar da trayectoria, la yolocidad y la aceleración del movimiento. 
Solución. De la ecuación (1), tenemos: 


z=4, y = -—4t?, 2 =3£2, 


Eliminando el tiempo €, tenemos, quo la trayectoria del movimiento es 
una línea recta 


Derivando la expresión (1), hallamos la velocidad del movimiento 


La — 814 + 6t ko 


di 
y la aceleración dol mismo 
e —8WJ + 6t. 
La magnitud de la volocidad es igual a 
a = VEDF6=10/€ 1. 


Notemos, que la aceleración es constante y tiene la siguiente magnitud 


der TTD AA 
E V(3F6*=40. 


2078. Demostrar, que la ecuación vectorial 
Pu P =— (49 — r,) 2, 


donde +», y *s son los radios voctores de dos puntos dados, es la 
ecuación de una recta, 

2079. Detorminar, qué líneas son los hodógrafos de las siguien- 
tes funciones vectoriales: 


a) r=aut- e, c) r=a cost + b sen i; 
b) r=at?+0t; d) r=acht+bsh £, 


donde, e, b y e son vectores constantes, al mismo tiempo que los 
vectores a y b son perpendiculares entre sí. 

2080. Hallar la derivada de la función vectorial a (t)= 
=4(t) a” (t), dondo a(£) es una función escalar, mientras que 
a” (t) es un vector unidad, en los casos en que el vector e (i) 
varía: 1) solamente en longitud, 2) solamente en dirección, 3) en 
longitud y en dirección (caso general). Esclarecer el sentido gco- 
métrico de los resultados obtenidos. 

2081. Aplicando las reglas para la derivación de funciones 
vectoriales de un argumento escalar, deducir la fórmula para la 
derivación del producto mixto de tres funciones vectoriales, 
a, bye. 
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2082. Hallar la derivada, con respecto al parámetro £, del 
volumen del paralelepípedo construido sobre los tres vectores: 

a=it+13+*k; 

h =214— $ +18; 

c= —(944197-k. 

2083. La ecuación de un movimiento es 

r=3tco0st+4J sen t, 

donde t es el tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien- 


to, la velocidad y aceleración del mismo. Construir la trayec- 
toria del movimiento y los vectores de la velocidad y de la acelera- 


ción para los instantes ¿=0, t=G y t=3 . 

2084. La ecuación de un movimiento es 

y=2ic0s t—2jsent+3ki. 

Determinar la trayectoria, velocidad y aceleración de este movi- 
miento. ¿A qué son iguales la magnitud de la velocidad y de la 
aceleración y cuáles son sus direcciones en los instantes t=0 
y t=>3? 

2085. La ecuación de un movimiento es 

r=:4¿C03 4cos mt + $ sen a cos mt -+- Je sen Of, 


donde a y 6 son constantes y £ es el tiempo. Determinar la trayec- 
toria, la magnitud y la dirección de la velocidad y la acelera- 
ción del movimiento. 

2086. La ecuación del movimiento de un proyectil (prescin- 
diendo de la resistencia del aire) es 


¿2 
y= va — Le, 


donde vo (ox, Loy» Voz) es la velocidad inicial, Hallar la velocidad 
y la aceleración en cualquier instante. 
2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parábola 


y==, z=0 de tal forma, que la proyección de la velocidad 


1 


sobre el eje OX se mantiene consante (57 =const.), la acelera- 


ción también se mantendrá constante. 
2088. Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se 
enrosca en una viga, describe una hélice circular 


x=acos0, y=asenO, z=h0, 
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donde 0, es el ángulo de giro del tornillo, a, el radio del tornillo 
y h la elevación correspondiente al giro de un radiante. Determi- 
nar la velocidad del movimiento del punto. 

2089. Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de 
una rueda, de radio a, que gira con una velocidad angular cons- 
tante 6, de tal forma, que su centro, al ocurrir esto, se desplaza 
en línea recta con una velocidad constante 5. 


$ 19, Trledro Intrinseco de una curva en el espacio 


En todo punto M(zx, y, 2), quo no sea Singular, de una curva en el 
espacio *==7 (t), se puede construir un triedro intrinseco formado por tres 
planos perpendiculares entre sí (fig. 34): 


1) el plano osculador, MM¡Mo, en el que están situados los vectores 
dr dp. 
TT 

dr 


dt 
rectificante, MM,Ma, perpendicular a los dos planos primeros. 


2) el plano normal, MM>3M3, perpendicular al vactor y 3) el plano 


Plano 


i xy Plano 
0sculador 


Las interseeciones de estos tres planos forman tres rectas: 
1) la tangente MM; 2) la normal principal MMa y 3) la binormal MM., 
que se determinan respectivamente con los voctoros: 


1) r=— (vector de la tangente); 


dr dr 
2) B==S FX GE (vector de la binormal) y 


3) N=BXT (vector de la normal. principal). 
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Los correspondientes vectores unitarios 
T B. N 


TP SB ST 
se pueden calcular por las [fórmulas 
La 
su Es Y cl p=rtxwv 
ds ” de |” 
de 


Si X, Y, Z, son las coordenadas variables «del punto de la tangonte, 
las ecuaciones de dicha tangente en el punto M(z, y, z) tendrán la forma 


EP O (1) 
d 

donde =$ , Ty =>; partiendo de la condición de perpen- 

dicularidad de la recta y el plano, obtenemos fa ecuación del plano normal 

Ta (X—2) + Ty (Y —yY) +77 (Z2—2)50. (2) 


Susbituyendo en las ecuaciones (1) y (2) Yx, Ty y T¿ Por Bx, By, B¿ 
y Nx: Nys Vz, obtenemos las ecuaciones du las rectas binormal y normal 
principal y, respectivamente, de Jos planos osculador y rectificante. 

Ejemplo 4. Hallar los vectores unitarivs principales tr, v y É de la 
curva 


en el punto ¿=1. 

Escribir lag ccuaciones de la tangente, normal principal y binorma) 
en oste punto. 

Solución. Tenemos, 


yatit 12] + Se 
y 
dr ; 
== 2h 
ar 174219 +38, 
dy . 
e LD a 


De donde, para t=1, obtenemos: 


T=TPat423 43: 


iJR 
dr  dip | ; 
a a alles _43Í1L Ñ 
B= Xp a 2 3| 010342; 
10 28 
ii Jk 
N=BxT=|6 —6 2 | =—22%—16J +18%, 
t 23 
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Por consiguiente, 


<= 442 43h p= 343J4 ke —114—8349k 
j DN ZS 1 VW y Y . 


z—it y—i 2-1 
E 


es la ocuación de la tangente, 


es la de la normal principal. do 
Si la curva en el espacio se da como la intersección de dos superficies 


F (x, y, 2) =0, Gíz, y, 2) =0, 


ep lugar de los wectores al y ca 3 pueden tomar los vectores dr(dz, 


dy, díy y d2r4diz, d*y, d2%7), pudiéndose considerar una de las varinblos 
z, y, z como independiente y suponer que su segunda diferencial es igual 
a cero, 

Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano osculador de la circun- 


ferencía 
?+yi4 ib, c+y42=0 (3) 


eu el punto M(1; 1; —2). , 
Solución. Diferenciando el sistema (3), como sijx= fuera variable 
independiente, tendromos: 


d+ ydy+2d3=0, 
dr + dy + d2=0 


da +Y+dy24-y dy +4 d2324 2420, 
dy + 42:50, 


Poniendo x=4, y=14, 2== —2, obtenemos: 
dy = — dx; d2=0; 


; 2 a 2 
dy = en dx?, d2=-— dx. 
Por consiguiente, el plano osculador se determina por 1ns vectores 
ide, —de, 0) y fo, — de, 712) 


o bien, 
(1, —1, 0; y 30, —i, 41. 
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De dondo, el vector normal al plano osculador es 


i Í E 
B=1l1 —1 0 ¡m-—i—J—k 
O —1 4 


y, por consiguiente, su ecuación sorá 
—1 (1—1)—(y —1)— (242) =0, 
es decir, 
1+4y4:=0, 


como debía ocurrir, ya que nuestra curva se encuentra en este plano, 


2099. Hallar los vectores unitarios principales vt, v, f de la 
curva 
r=A—ceost, y =Sent, z=1 


en el punto =>. 


2091. Hallar los vectores unitarios de la tangente y normal 
principal de la espiral cónica 


vr =e! (¿cost+ jsen £ +) 


en un púnto arbitrario. Determinar los ángulos que forman estas 
rectas con el eje OZ. 
2092. Hallar los vectores unitarios principales Y, v, f de la 


curva 
y == a, le YE 


en el punto z=2. 
2093. Dada la hélice circular 


r=acost, y=asent, z=bi 


escribir las ecuaciones de las rectas que forman las aristas del 
tetraedro intrínseco en un punto arbitrario de dicha línea. Deter- 
minar los cosenos directores de la tangente y de la normal prin- 
cipal. 
2094. Escribir las ecuaciones de los planos que forman el 
Letraedro intrínseco de la curva 


24 y4232=6. i—y+4im4 
en el punto M (1; 4; 2). 


2095. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal 
y del plano osculador de la curva 


z=t, y=t?, z=1? en el punto M (2; 4; 8). 
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2096. Hallar las ocuaciones de la tangente, de la normal prin- 
cipal y de la binormal en un punto arbitrario de la curva 
¡4 3 pa 
E 5 Yy=-=3" ó 1==7 me 
Hallar los puntos en que la tangente a esta curva es paralela al 
plano + 3y+2z—-10=0. 
2097. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano oscula- 
dor, de la normal principal y de la binormal de la curva 
rT=t, y= —l, => 
en el punto t==2. Calcular los cosenos directores de la binormal 
en este punto. 
2098. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor- 
mal a las curvas siguientes: 


a) r=Rcos*t, y=Rsentcost, z=HRsent cuando t=z; 
b) z=x*+y?, x=y en el punto (1; 1; 2); 
c) 22+y3+2?=25, z+2=5 en el punto (2; 2Y3; 3). 


2099. Hallar la ecuación del plano normal a la curva z =x?*— 
—y?, y=x en el origen de coordenadas. 

2100. Hallar la ecuación del plano osculador a la curva z=ef', 
y=e*, z=1V 2 en el punto ¿=0. 

2101. Hallar las ecuaciones de los planos osculadores a las 
Curvas: | 


a) 217 y242?=9, 2i—y?=3 en el punto (2; 1; 2); 
b) 1? =4y, 2? =24z en el punto (6; 9; 9); 


c) 22422?=a*, y +22=)b% en cualquier punto de la curva 
(Lo, Yo» Zo). 


2102. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la curva 


yoasz, 12==z en el punto (1; 1; 1). 


2103. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la hélice cónica r=1?c0sf, y =¿sen fl, 
z=bt en el origen de coordenadas. Hallar los vectores unitarios 
de la tangente, de la normal principal y de la binormal en el 
origen de coordenadas. 


171016 
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$ 20, Curvaturas de flexlon y de torslon de una curva en el espacio 


17. Curvatura de flexión. Se entiende por curvatura de flexión 
de una curva on un punto M, el número 


donde q es el ángulo de giro de la tangente (ángulo de contingencia) en el 


segmento do curva MN, y As, la longitud del arco de oste segmento de curva. 
R se llama radio de curvatura de flexión. Si la curva se da por la ecuación 
r=>(s). donde s es la longitud del arco, tendremos 


Me | 
H =| ds3 | 


Para el caso on que la curva se dé en forma paramétrica general, tenemos: 
dr dir | 


(1) 


2. Curvátura de torsión. Se entiende por curvatura de torsión 
de una Curva en el punto M, el número 


donde 0 es el ángulo do giro de la binormal en el segmento de curva ÚN. 
La mangnitud p se llama radio de curvatura de torsión, Si r==r (s), so tiene 


dr dy d3y 
dp | "ds ds? “ds$ 
E|- din 
(ar) 
dB 


donde el signo monos se toma cuando los vectores Er tioncn la misma 


4 me 
P 


dirección, y el signo mús, en el caso contrario. 
Si r=>"(t), donde t es un parámotro arbitrario, se tendrá 


dr dir dy 
1 “de de de 
de S dz 


Ejemplo 1. IMallar las curvaturas de flexión y de torsión de la 
hélice circular 


r=tacost+J asen t-Ek be (a > 0). 
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Solución. Tenemos: 
dy 


37 =—tasent4 3 acost+1b, 
2 
E =—tacost—Íesent, 
3 
SA 7=—tasent—4 a cost. 
De donde 
ó é J k 
=r A — g sen l acosi b[=iabsent— Í ab cos t + atk 
=.a4cost —esent 0 
y 
di. de — a sen £ acost bh 
Sr —acosi —asent 0 |=a2b. 


asenti —acost 0 


Por consiguiente, basándonos en las fórmulas (ft) y (2), obtenemos: 
1 E a Y a3+ bn a 


o 


R (a2+ pay/a — q +42 


í _ a?h b 
p  al(adpb?) > 


es decir, para la hélice circular, las curvaturas do flexión y de torsión son 
constantes. 


3 Fórmulas de Frenet 


A o AP E E E 
de R* ds — R'p' dsp 


2104. Demostrar, que si la curvatura de flexión es igual a cero 
en todos los puntos de una línea, ésta es una recta. 

2105. Demostrar, que si la curvatura de torsión es igual a cero 
en todos los puntos de una curva, ésta es una curva plana. 

2106. Demostrar, que la curva 


=4 +34 22, y =2—2 +58, 
=1— [? 


es plana; hallar el plano cn que se encuentra. 
2107. Calcular la curvatura de las líneas: 


2) xz=c08t, y =sent, z=cht cuando t=0; 
hb) 12—y423=4, y¿—214+2=0 en el punto (1; 1; 1). 
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2108. Calcular las curvaturas de flexión y de torsión de: las 
siguientes curvas en cualquier punto: 


a) r=e!cost, y=e'sent, z=e!; 
b) 2z=acht, y=asht, z=at (hélice hiperbólica). 


2109. Hallar los radios de curvatura de flexión y de torsión 
de las siguientes líneas en 'in punto arbitrario (x, y, 2 


a) 1?= 2ay, 1% =6a?z; i 
b) 4=3p*y, 212=p 


2110. Demostrar, que las componentes tangencial y normal del 
vector de aceleración 2.1 se expresan por las fórmulas 
v ya 
— YT, w,y = 


WD = Y, 


d 

dt RR 
donde v es la velocidad, R el radio de curvatura de flexión de la 
trayectoria, T y v los vectores .unitarios de la tangente y de la 
normal principal a la curva. 

2111. Por la hélice circular r =%¿a tos : + Ja sent + bil se mueve 
uniformemente un punto con velocidad v. Calcular su acelera- 
ción w. | 

2112. La ecuación de un movimiento es 


r=ti4+ 040. , 
Determinar en los instantes t=0 y t=4:; 4) la curvatura de 


flexión de la trayectoria y 2) las componentes tangencial y normal 
del'vector de aceleración del movimiento. 


Capítulo VII 


INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


S 1, Integral doble en coordenadas rectangulares 


1% Cálculo inmediato de integrales dobles. Se llama 
integral doble de una función continua f(z, y) sobro un recinto cerrado 
] acotado S del plano XOY, al límite de la suma integral doble correspon- 

iente 


z, y)dady= lim L; AzZAys, 1 
y Hz y)dzdy me 21 2 (00 4) 85:84, (1) 
(S) máx Ayy->»0 t R 


donde Az¡==Z144—%1, AY] =V pos — Y y la suma se extiende a aquellos valo- 
res de 1 y k, para los que los puntos (z;; ya) pertenecen al recinto S. 


Y, 


Fig. 85 Pig. 86 


22 Colocación de los límites de integración en la inte- 
Sa áoble. Se distinguen dos formas principales de recintos de inte- 
ración: 

' 1) El recinto de integración S (fig. 85), está limitado a izquierda y 
derecha por las rectas 2==7*, y 1=2 (22 >21), mientras que por abajo y por 
arriba lo está por las curvas continuas y=Qy (1)(4B) e y =2(z) (06D) 
[pa (2) > q. (2)] cada una de las cuales se corta con la vertical z=X 
(z; < xo) en un solo punto (véase la fig. 85). En el recinto S, la 
variable x varía desde xr, basta r y la variable y, cuando z permanece 
constante, varía entre yy=0q,( e ya=0Q»2 (x). El ¿alculo do la integral (4) 
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puedo realizarse reduciéndola a una integral reiterada de la forma 


Ko Py (x) 
l | Hz, y) az dy dz ¡ Hz, y) dy, 
(s) y olía) 


Palx) 
donde, al calcular fíz, y) dy, se considera z como cantidad constante. 


py (a) 
_2) El recinto de integración S (fig. 86), está limitado por abajo y por 
arriba por las rectas y:=y, 0 Y =Y2 (Y2 >y1), mientras que por la izquierda 


y por la derecha lo está por las curvas continuas 2=1y (y) (AB) y 1 = Yo (y) 
(CD) [pa (Y) > Y (1, cada una de las cuales se corta en un solo punto con 
la horizontal y.=Y (y, < Y < yy) (fig. 86). 

Análogamonto al caso anterior tenemos: 


Yo Va10) 
l | f(x, y) dz dy = Y dy | f(z, y) dz, 
(Sy Y vi 
Voal(y) 
dondo, al calcular la integral | f(x, y) dz, se considera y como cantidad 
Y, (1) 


constanle. 

Si el recinto de integración no pertenece «1 ninguna de las formas 
anteriormente examinadas, Se procura dividirlo en partes, de manera, que 
cada una de ellas corresponda a alguna de aquellas dos formas. 


Ejemplo 1. Calcular la integral 


1 1 
J = | dz p (x4-y) dy. 
0 x 
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Solución 


1 1 
(pl [A +) je 
J y (ev+ 5) a t+ xt + 7 dx 5 
Ejemplo 2. Determinar los límites de integración de la integral 


' ] Hz, y dzdy, 


(3) 
si e] recinto de integración S (fig. 87) está limitado por la hipérbola 
y2—zx2=1 y por las dos rectas 1=2 y 2=-—2 (se considera el recinto que 


comprende al origen de coordenadas). 


Solución, El recinto de integración ABCD (fig. 8) está limitado 
por las dos rectas = —2 y 2=2 y por las dos ramas de la hipérhola: 


y=Y1+1B8 o y=—Yl+taz, 


es decir, pertenece a la primera forma. Tenemos: 


] 2 V 137 
WS y dzdy=Á da | Ha, y) dy. 
(S) =2. —Y1pxi 


Calcular las siguientes integrales reiteradas: 


2 1 3 5 
2113. Y dyl (42y) de. 2147. Í dy Y (2+2y)dz. 
0 0 =8 pi 
h 9 2x1 a 
. dy E 
AA 2118. 1 d d 
E | sé (24 y)? * | A 
1 NY 7 3 cos 4 
2115. ' dx | o" 2119. l dp | r? sen? p dr. 
0 6 7 0 
Ta 
A > e? dy 1 y 1=x2 
2116. ds ya” 2120. y de Ñ Vi—2-y? dy. 
x 0 0 


Escribir las ecuaciones de las líneas que limitan los recintos 
a que se extienden Jas integrales dobles que se indican más abajo 
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y dibujar estos recintos: 


2 2—y 3 2x 
2121. | dy l flo, y de. 2124. Y dl f (e, y) dy. 
o y, ES 
A 3 
3 +9 3 V25-x2 
2122, | dz We (x, y) dy. 2125. y de f Hao. y) dy. 
1 x2 0 0 
6 10=y 2 x=+2 
2123. Í dy y HE, y) dz. 2126. | de Vf (a, y) dy. 
0 y 4 22 


Colocar los límites de integración, en uno y otro orden, en la 
integral doble 


y | Hz, y) de dy 
(S) 
para los recintog S que a continuación se indican. 
2127. S es un rectángulo cuyos vértices son: O (0; 0), 4(2; 0), 
B(2; 1) y C(0; 1). 


Fig. 88 


PEN es un triángulo cuyos vértices son: O (0; 0), A(1; 0) 
y B(1; 1) 

2129. S es un trapecio cuyos vértices son; O (0; 0), A(2; 0), 
B 5 E! y C(0; 1). 

. S es un paralelogramo cuyos vértices son: A(1; 2), 

BO: “o, C(2; 7) y D(1; 5). 

2131. S es un sector circular OAB con centro en el punto 
O (0; 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1; 1) y B(—1; 1) 
(fig. 88). 

2132. S es un segmento parabólico recto AOB, limitado pos 
la parábola BOA y por el ségmento de recta BA, que une entre 
sí los puntos B(—1; 2) y A(1; 2) (fig. 89). 


Integral doble en coordenadas rectangulares 265 


2133. S es un anillo circular limitado por las circunferencias, 
cuyos radios son r=4 y R=2, y cuyo centro común está situado 
en el punto O (0; 0). 

2134. S está limitado por la hipérbola y?—ax*?=4 y por la 
circunferencia x?+y?=9 (se considera el recinto que comprende 
el origen de coordenadas). 

2135. Colocar los límites de integración en la integral doble 


y y y) de dy, 


e 


si el recinto »S está aa por las desigualdades siguientes: 


a) 2>0; y>0; r+y<1l; d) y>x;1>-—1;y<t; 
b) 24 y<a?; e) y <x< y + 2a; 
co) 2+y<t; DN) 0<y<a«e. 


Invertir el orden de integración en las siguientes integrales dobles: 


á 12x 2a Viax 
2136. Y dz ll Í(=, y) dy. 2140. | de | Hz, y) dy. 
0 313 0 Viax=x0 
E y ( 1 lv 
2137. | dx Ñ f(x, y) dy. M41. | dy | f (zx, y) dz. 
0 a PEN 0 — Viryi 
ES ER 1 V3-yl 
2138. pe E Hz, y dy. 2442. | dy | f(z, y) du. 
ea Y 
a Y 20x—x8 j 
2139. | da Ñ (=, y) dy. 
a 0 
3 
R V2 
—=3— ze R Y R3—x12 
2143. | de fo, y) dy + p dz | f(x, y) dy. 
0 0 RVY2 0 


bd sen x 
2144. | de | fíz, y) dy. 
0 0 
Calcular las siguientes integrales dobles: 
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2145. | l zdzxdy, donde S es un triángulo cuyos vértices son 
(8) 
O (0; 0), A(1; 1) y B(0; 1). 
2146. | | zdxdy, donde el recinto de integración S está limi- 
(S) 
tado por la recta que pasa por los puntos 4(2; 0), B(0; 2) y por 


Fig. 9 Fig. 91 


el arco de circunferencia de radio 1 que tiene su centro en el 


punto C(0; 1) (fig. 90). 


2147. ' E donde S es la parte del círculo de 
sj Val—xiy 


radio a, con centro en el punto O(0; 0), situado en el primer 
cuadrante. 


2148. y Va y? dxdy, donde S es un triángulo con los 
(S) 
vértices en los puntos O (0; 0), A(1; —1) y 5 (1; 1). 


2149. YA V xy—y?dxdy, donde S es un triángulo con los 
(S 
vértices en los puntos O (0; 0), 4(10; 1) y B(1; 1). 
E 
2150. VA evdxdy, donde S es un triángulo mixtilíneo OAB, 


(5) 
limitado por la parábola y? =x y por Jas rectas =0 e y=1 (fig. 91). 
2151. p p A , donde S es un segmento parabólico, limitado 
(8) 
2 
por la parábola y == y por la recta y=. 


Integral doble en coordenadas rectangulares 267 


2152. Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos 
á que se extienden: 


Tr 
n Í-+c08 x 2 3 cos y 
a) | dz y?sen zx dy; Cc) l dy z? son? y dz. 
0] Y 07 Ó 
2 
n 
2 1 
n 
b) | dz Y ydy; 
cos x 


ias de resolver los problemas 2153— 2157 se recomienda hacer 
los dibujos correspondientes. 
2153, Calcular la integral doble 


YA p xy? du dy, 
(5) 
si S es un recinto limitado por la parábola y?= 2px y por la recta 
Tp 
2 154%. Calcular la integral doble 


( Ñ zy dz dy, 


e «e 


que se extiende al recinto S, limitado por el eje OX y Ja semi- 
circunferencia superior (1—2)?+y*=1. 
2155. Calcular la integral doble 


Y dr dy 
y, Y 2a=x y 


donde S es un círculo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas 
y que se encuentra en el primer cuadrante. 
2156*, Calcular la integral doble 


Y ydzdy, 
(s) 
donde el recinto S está limitado por el eje de abscisas y el arco 


de cicloide 
| z = Ít (t — sen £) 


y=R(l—cost) (0 <t< 21). 
2157. Calcular la integral doble 


IM ' zydr xy, 
(S) 
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en la que el recinto de integración S está limitado por los ejes 
de coordenadas y por el arco de astroide 


r=Rcost, y -Rsen?i (0<t<3)- 
2158. Hallar el valor medio de la función f(x, y) =zyf en el 
recinto S(0<zr<1; 0<y<i). 
Indicación. Se da el nombre de valor medio de una función f(x, y) 


en el recinto y al número 


=p AN He day, 


donde S, en el denominador, señala el área del recinto S. 


2159. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto 
M (zx, y) del círculo (1—a)?+ y?<S R*, al origen de coordenadas. 


$ 2, Camblo de variables en la Integral doble 


17. Integral doble en coordenadas polares. Cuando en 
la integral doble se pasa de las coordenadas rectangulares z, y a las polares r, 
q, relacionadas con las primeras por las expresiones 


ZI=FC0SP, Y=rsenp, 


se verifica la fórmula 


' | (iz, y de dy= | | f (r cos q, Tr sen q) r dr do. (1) 
(S) (S) 


Si el recinto de integración S está limitado por los rayos r=a y r=8(a< Pf) 
Í por las curvas r =r, (q) y r=?"2(p), donde r;, (p) y ra (q) (7 (9 < ra (p)) son 
unciones uniformes en el segmento a <p < f, la Íntegral oble se puede 
calcular por la fórmula 


B ra (9) 


l | F (qp, rr drdp= | dq f F (q, rjrdr, 
(S) « r1(0) 
ra (0) 
donde PF (p, 7) =f (r cos q, »sen p). Al calcular la integral F (9, ”) r ar, 
ri (9) 


se considera constante la magnitud q. 
Si el recinto de integración no pertenece a la forma examinada, se 
divide en partes, de manera que cada una de ellas represente de por sí un 


recinto de la forma dada. 
2. Integral doble en coordenadas curvilíneas. En el 


caso más general, si en la integral doble 


| f (z, y) dz dy 
(8) 


Cambio de variables en la integral doble 269 


se quiere pasar do las variables zx, y a las variables u, v, relacionadas con 
aquéllas por medio de las expresiones continuas y diferenciahlos 

z=0Q (ue, v), y=vY lu, D), 
que establecen una correspondencia biunívoca y continua en ambos sentidos, 


entre los puntos del recinto S del plano XOY y los puntos de un recinto 
determinado R' del plano (/0'V, aj mismo tiempo que el jacoblano 


or dy 

_D(z, Y)_ Óu  0u 
D (a, v) Ox Oy 
du dv 


conserva invariable su signo en el recinto S, será válida la fórmula 


| f(x, y) dz dy=1 | flp(z, 0), y (u, 0)]] 7 | du de. 
(S) (8) 
Los límites de esta nueva integral se determinan de acuerdo con las 
reglas generales, sobre la base de la forma que tenga el recinto 5”. 


Ejemplo »1. Calcular la siguiente integral pasando a coordenadas 
polares 


I 


| ( Y 1=18= y? de dy 
(8) 
donde el recinto S es un círculo de radio R=1 con centro en el origen de 


coordenadas (fig. ee 
Solución. Haciendo la sustitución z=r cos p, y=" sen q, obtenemos 


Y1-12IyI= Vi=(" cos p)— (r son pi='Y 13, 
Como en el recinto S la coordenada » varía de O a 4, cualquiera que 
sea el valor de q, miontras que q varía de O a 2x1, tenemos 


22 1 
| (VIA az dy=| de lr yTTA dr a 
(s) 0 5] | 


Pasar a las coordenadas polares r y q y colocar los límites de 
integración para las nuevas variables en las siguientes integrales: 


1 1 2 x 

2160. l del Hz, y) dy. 2161. | de WA(V3+y) dy. 
0 0 0 0 

2162. YA f(x, y) du dy, 


(3) 


donde S es un triángulo limitado por las rectas y=z, Y = —z 
e y=1. 


2163. de (4) ay. 


>. Í x2 
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2164. NS y) dz dy, donde el recinto S ostá limitado por 


AS) 
la lemniscata 
(124 ya)" =a? (1* — y). 


2465. Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente 
a coordenadas polares 


6 
| Vydzdy, 
(8) 
donde S es un somicírculo de diámetro a con centro en el punto 


C(5: 0) (fig. 93). 


a 
Pig. 92 Fig. 9 


2166. Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte- 
gral doble, 


Y (+?) dedy, 
(S) 
que se extiende al recinto limitado por la circunterencia 


a +ys=2laz. 


2167. Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde- 
nadas polares, 
| Va—=x2—y dzdy, 
(8) 
donde el recinto de integración S os un semicírculo de radio a con 
centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX. 
2168. Calcular la integral doble de la función f(r, p) =r sobre 
el recinto limitado por la cardiode r=a(1+c0sq) y la circunfe- 
rencia r=a. (Se considera el recinto que no contiene el polo). 
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2169. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 


a y ad—xi 


50 ' V 124 y? dy. 
0 

2470, Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 


| ' Y a3— 2— y? de dy. 


LE 


donde el recinto S está limitado por la hoja de lemniscata 
(12 +y=a* (1*—y%) (2>0). 
2171*. Calcular la integral doblo 


Ñ Vi —- 2-2 dedy, 
) 


que se extiende al recinto S, limitado por la elipse Z+h=1, 


pasando a las coordenadas polares generalizadas r y «q según las 
fórmulas; 
0 yo 
—="F008p, —=TPsSenq. 


2172t*, Transformar la integral 


c px 
y da MG y) dy 
0 ax 


(0O<a<B y c>0), introduciendo las nuevas variables u=x-+ ya 
ub=uy. 

2173*, Efectuar el cambio de variables u=x+Y, V=I—y €n 
la integral 


1 1 
, | dz Ate, y) dy. 
0 0 
2174**, Calcular la integral doble 
Vi dedy, 
S) 


donde S es un recinto limitado por la curva 


q? y212_ 22 y? 
(+23) == 
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Indicación. Efectuar el cambio de variables 


T=ar cos q, y=br sen q. 


$ 9. Caloulo de areas de figuras planas 


4%. El área en coordenadas rectangulares. El área S de 
un recinto plano (S) es igual a 


S = ' l dz dy. 
(8) 


Si el recinto ($) está determinado por las desigualdades a<z<b, p (z) < 
<y<v (2), tendremos 


b yx) 
SY = l dz Ñ dy 
a tx) 


29, El área en coordenadas polares, Si el recinto ($) está 
determinado, en coordenadas polares r y q, por las desigualdades « <p < B, 
Hp <r <F (9), se tiene 


B Fi) 
s= AN rápar=| dq l dr. 
(S a (M0 


2175. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
siguientes integrales: 


2 32 a Vat=y3 
a) y de | dy; b) dy | dx. 
—1 pr 0 ay 


Calcular estas áreas y cambiar el orden de integración. 
2176. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
integrales: 


T 
arctg 2 3seco 2 at1-+c080) 
a) ¡ do l r dr; h) f dq ' rdr. 
? ; E IN 
yy e 


Calcular estas áreas. 

2177. Calcular el área limitada por las rectas r=y, t=2y. 
r+y=a y z+-3y=a4 (a >0). 

2178. Calcular el área de la figura situada sobre el eje OX 
y limitada por este eje, la parábola y?=4azx y la recta z + y =3a. 

2179*. Calcular el área limiteda por la elipse 


y—o.+rimd., 
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2180. Hallar el área limitada por las parábolas 
y? = 10x% +25 e y! = —67 +9, 
2181. Hallar el área limitada por las siguientes líncas, pasando 
a coordenadas polaros, 
2++yslzi, 2+y=4x, y=x3, y=0. 


2182. Hallar el área limitada por la recta rcosp=4 y la 
circunferencia r=2. (Se considera Ja superficie que no contiene 
el polo). 

2183. Hallar el área limitada por las curvas 


r=a(1+ec0sp) y r=ac08p (a > 0). 


2184. Hallar el área limitada por la línea 
q2 y? E 
TR 
2185*, Hallar el área limitada por la elipse 
(1— 2y + 3)? + (32 + 4y — 1)? = 100. 


2186. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las parábolas z*=ay, 2a2=by, y =uzx, y =fzr 
(0<Zab, 0<a<B). 


Indicación. Introducir nuevas variables u y v, suponiendo 
ai=uy, yl =vz, 


2187. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las curvas y?=ax, y =bx, zy=0a, ty =P (U<a <<), 
0<a< bB). 


Indicación. Introducir nuevas variables u y 0, suponiendo Ty = UU, 
Lay 
ye =ux. 


$ 4, Galculo de volumenes 


Ed volumen V de un cilindroide, limitado por arriba por la suporficio 
continua z=f(z, y), por abajo por el plano z=06 y lateralmenle por la 
superficie cilíndrica recta que corla en el plano XOY el recinto S (fig. 94), 
es igual a 


Y= | Í ftz, y) de dy. 


e. y 
(S) 

2188. Expresar, por medio de una integral doble, el volumen 
de una pirámide cuyos vértices son: O(0; 0; 0), A(1; 0; 0), 
B(1; 1; 0) y C(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los límites de inte- 
gración. 


18—1016 
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En los problemas 2189--—2192 hay Qque dibujar los cuerpos, 
cuyos volúmenes se expresan por las integrales dobles que se dan: 


1 lx 2 Vi=x2 
2189. | dz Í (1—z—ydy. 2491. [dz | (1—2)dy. 
0 0 Ú 0 
2 Lx 2 2 
2190. | dz | (ay) dy. 2492. [dz | (4—x—y) dy. 
0 A) %] ¿a 
2193. Dibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral 
a Val=xa 
| dx ( Y a?— x?— y? dy, y basándose en razonamientos geomé- 
0 0 
tricos, hallar el valor de esta integral. 


Z 


Fig 9 Fig. 95 


2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 
loide elíptico z==22?*+y?*?+4, el plano +y=4 y los planos 
coordenados. 

2195. Un cuerpo está limitado por el paraboloide hiperbólico 
z¿=2*—y? y los planos y=0, z=0, z=4. Calcular su volumen. 

2196. Un cuerpo está limitado por el cilindro z?-+ 22.=a* y los 
planos y=0, z=0, y =x. Calcular su volumen. 

HalMar los volúmenes de los cuerpos limitados por las super- 


ficies siguientes: 
2197. az=y?, 1214y=r?, z=0. 


2198. y=Vz, y=2V 2, z2+2=8, 2=0. 
2199. z=3244+y?, y=x?, y=1, 2=0. 


CA 
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2200. z+y+2=4, Iz+y=a, 5iI+y=4, y=0, z=0. 


b 
2201. =+5 ad y ==, y=0, z=0. 
2202. 121 y?=2ar, z=0x, z=fr (a >f). 


En los problemas 2203— 2211 empléense coordenadas polares 
y generalizadas. 

2203. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cilindro -24+y?=a? y el hiperboloide x?+4 y2—2l= —a?, 

2204. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cono 2(1?4-y2%—2?=0 y el hiperboloide 


24 y—i= —a?. 
2205. Hallar el volumen limitado por las superficies 2ez =x?* + y*, 
2+y—z=a, 2=0. 
2206. Determinar el nes del elipsoide 


+ + =1. 


2207. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide 
2az=x 244 y? y la esfera 224 y*+2i=30?. (Se sobreentiende el 
volumen situado dentro del paraboloide). 

2208. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY, 
ol cilindro 1*4-y?= laz y el cono 214 y*= 22, 

2209. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY, 
la superficie z=aec0%44N y el cilindro 424 y? = R2, 

2210. Calcular el e Dd del sólido ei Por el BranO XOY, 


ql 
el paraboloide + + y el cilindro HG a +7 7=22 


2211. ¿En qué razón divide el hiperboloido a? +4 y Ama al 
volumen de la esfera 1? + y?+22< Ja? 

2212*. Hallar el volumen del sólido limitado por las supoerjii- 
cies =zt+y, ty=1, z1y=2, y=t, y=2x, 2=0 (x>0, y >0). 


$ 5. Calculo de areas de superficies 


El área u de una superficie regular ld y), que tenga como proyec- 
ción en el plano XOY un recinto NA es igual ? 8 proy 


z 0z 
g= Ñ + (E) +($ +) dx dy. 
2213. Hallar el área de la parte del plano 4 


comprendida entre los planos de coordenadas. 
18” 
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2214. Hallar el área de la parte de superficie del cilindro 
224 y? =R*(2>0), comprendida entre los planos z=mzt y 
x= nz (m >n > 0). 

2215*. Calcular el área de la parte de superficie del cono 
x2—y=2z*, situada en el primer octante y limitada por el plano 

=4. 

2216. Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
144 y?=ax, cortada del mismo por la esfera 2%+ y?+ 22 =a?. 

2217. Calcular el área de la parte de superficie de la esfera 


2 2 
24+y+4Y22=a?, cortada por la superficie =p So = 1, 


2218. Calcular el área de la parte de superficie del parabo- 
loido y?+2*=2ax, comprendida entre el cilindro y?i=ax y el 
plano z=a. 

2219. Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
xi + y? = 2ax, comprendida entre el plano XOY y el cono 1? 4 y? = 22. 

2220*. Calcular el área de la parte de superficio del cono 
12 —y?=2?, situada dentro del cilindro x?4- y? =2ax. 

2220,1*. Hallar el área de la parte del cilindro y? =4x cortada 
por la esiera 23+4y?42=5z. 

2220.2. Hallar el área de la parte del cono z=Y12+ y? cortada 
por el cilindro (2? -+ y?*)? =a? (1? — y?). | 

2221*. Demostrar, que las áreas de las partes de las superfi- 
cies de los paraboloides 1*+4y?=2az y 1?-—y?=2az cortadas por 
ol cilindro 2? +y?=/¿R? son iguales. 

2222*. Una esfera de radio a está cortada por dos cilindros 
circulares, cuyas bases tienen los diámetros iguales al radio de 
aquélla, y que son tangentes entre sí a lo largo de uno de los 
diámetros de la misma.. Hallar el volumen y el área de la parte 
de superficie de la esfera que queda. 

2223*. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, con 
salida, do base cuadrada, Cuyo lado también es igual á a. El eje 
de este orificio coincide Con el diámetro de la esiera. Hallar el 
área de la superficie de ésta cortada por el orificio. 

92224*. Calcular el área de la parte de superficie helicoidal 


z=c arctg Z, situada en el primer octante y que está compren- 
dida entre los cilindros 1? +y?=a? y 124 y? =0*. 


$ 6, Aplicaciones de la integral doble a la mecánica 


149. Masa momentos ostáticos de las láminas. Si S 
es un recinto del lano XOY, ocupado por una lámina, y p(x, y) es la den- 
sidad suporficial de dicha lámina en el punto (z; y), la masa M de ésta y sus 
momentos estáticos My y My con respecto a los ejes OX y OY se expresan 
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m=! ( pit, y)drdy, Mx= YN yp (x, y) dz dy, 
(5) (3) 


My = y zp (2, y) dx dy. (1) 


Si la lámina es homogénea, p(x, y) =const. 
22. Coordenadas del centro de gravedad de las lámi- 


nas. Si C(z, y) es el centro de gravedad de una lámina, se tiene, 


donde M es la masa de la lámina y My, My sus momentos estáticos con 
respecto a los ejes de coordenadas (véase 1%). Si la lámina es homogénea, en 
las Íórmulas (1) se puede poner p=1. 

3. Momentos de inercia do las láminas. Los momentos 
do inercia de una lámina, con respecto a los ejes OX y OY, son iguales 
respoctivamento a 


lx= j | y3p (z, y) dx dy, ly=1 | zep (x, y) dz dy. (2) 
(5) (s) 


El momento de inercia de la lámina con respecto al origon de coordenadas 


pe | l (224 y2) p(z, y) dr dy=1x+1y 8) 
(S) 


Poniendo p(x, y)=1, en las fórmulas (2) y (3), obtenemos los momentos 
goométricos de inercia de las figuras planas. 


2229. Hallar la masa de una lámina circular de radio RR, si su 
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro 
e igual a Ó en el borde de la lámina. 

2226. Una Jámina tiene la forma de triángulo rectángulo con 
catetos OB =a y OA=b; su densidad en cualquier punto es igual 
a la distancia desde éste al cateto OA. Hallar los momentos 
estáticos de la lámina con respecto a los catetos OA y OB. 

2227. Calcular lag coordenadas del centro de gravedad de la 
figura OmAnO (fig. 96), limitada por la curva y=senzx y por la 
recta OA, que pasa por el origen de coordenadas y por el vértice 


Á (5: 4 | de la sinusoide. 


2228. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por la cardioide r=a(1-+cos q). 

2229. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un 
sector circular de radio a, cuyo ángulo central es igual a a 


(fig. 97). 
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2230, Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las parábolas y? 42448 y?= —21+4. 

2231. Calcular el momento de inercia del triángulo limitado 
por las rectas 2+y=2, =2 e y=2, con respecto al eje OX. 

2232. Hallar el momento de inercia de un anillo circular de 
diámetros d y D(d <D): a) con respecto a su propio centro y bh) 
con respecto a su diámetro. 


y 


Fig 96, 


2233. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado e, 
con respecto: al eje que, pasando por uno de sus vértices, es per- 
pendicular al plano del cuadrado. 

2234*, Calcular el momento de inercia del segmento interceptado 
de la parábola y?=ax por la recta z=«, con respecto a la recta 

t=—e. 

2235*. Calcular el momento de inercia de la superficie limi- 
tada por la hipérbola xy=4 y la recta z+y=05, con respecto 
a la recta z=y. 

2236*. En una lámina cuadrada de lado a, la densidad es 
proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices. Calcular el 
momento de inercia de dicha lámina con respecto a los lados que 
pasan por éste vértice. 

2237. Hallar el momento de inercia de la cardioide r = « (1 -/- cos p), 
con respecto al polo. 

2238. Calcular el momento de inercia de la superficie de la 
lemniscata »7?=2a? cos 2p, con respecto al eje, perpendicular :l 
plano do la misma, que pasa por el polo. 

2239*. Calcular el momento de inercia do una lámina homo- 
génea limitada por un arco de la cicloido x=a (i—sen t), 
y=a(1—cost) y el eje OX, con respecto al eje OX. 


S 7. Integrales triples 


1. La integral triple en coordenadas rectangulares. 
Se llama integral triple de una función f(z, y, 2), sobre un recinto Y, al 
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límite de la correspondiente suma triple 


z, Y, 2) dr dy de= lim JD) Ei Yy 3) Azj Ay ¡ Azh. 
VA ra y, 2) dz dy A IZ y» 74) Az¡ Ay Azp 
(Y) máx Ay;->0 io 5 oh 


máx A2y>0 


El cálculo de la integral tríple se reduce a calcular sucesivamente tros inte- 
grales ordinarias (simples) o a calcular una doblo y una simple. 
Ejemplo 4. Calcular 


T= ' | | z3y2 dz dy dz, 
v 
donde el recinto Y se determina por las desigualdades 
O<Xx<t, 0<y<zvt, 0<I2<YY. 


Solución. Tenemos: 


1 x xy 1 a 
n > ¿2 |x9 
1 = | dx Ñ dy 28ytz de = | dx l ay? => Ñ dy = 
vd 0 0 0 4 


Ejemplo 2. Calcular 


| | 2? dz dy dz, 


(V) 


; . diia an y. 2 
extendida al volumen del elipsoide A rs 


Solución. 


. y a 
Y | Ade dy ds l xedz | | dy d:— | 238 ya de, 
(v) —a (Sy2) a 


2 2 2 
donde Sy, es el área de la elipse FF +z-> —= , 2=consSt, igual a 


Syb Y/ 1H 0 y — y =xb0 [1 -5) ; 


Por esto, en definitiva, tenemos: 
a 


Ú y? 4 
¡3 000 nube Ya (1 7) as 7 nabo. 
(y) 


e 
— tl 
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2, Cambio de variables en la integral triple. Si en 


la integral triple 
| 1 | f(x, y, 2) dx dy dz 
(Y) 


hay que pasar de las variables z, y, z, a las variablos u, v, w, relacionadas 
con las primeras por las igualdados x =p (u, 9,0), y=Y(u, Y, w), 23=YX (u, y, 10), 
donde las funciones p, Y, Y: 

1) son continuas, junto con sus derivadas parciales do 1? ordena. 

2) establecen una correspondencia biunívoca continua en ambos sentidos, 
entre los puntos del recinto de integración V del espacio OXYZ y los puntos 
de un recinto determinado V” del espacio O" VW 

3) el determinante funcional (jacobiano) de estas funciones 


Óz ÓOxr 0Úx 
du dv ów 
Daya) [oy a a 
—D(u,v,w) | 0u óv Ów 
0z 02 02 
du dv 0w 


conserva invariable su signo en el recinto Y, entonces, será válida la fórmula 


y ' flo, y, 2) di dy di | l l Í[p(u, 0, 0), Y (u, v, w), y (ue, y, w)]| 7 | du do du. 
(v) | 140) 
En particular, 
1) para las coordenadas cilíndricas , r, p, h (fig. 98), dondo 
T=F008Q, y=rSenq, :=%, 


obtenemos que, [="; 
2) para las coordonadas esféricas q, y, r (p es la longitud; +, la latitud 
y r el radio vector) (fig. 99), dondo 


T=FPCOSIPPCOSP, Y=PCO3 Y SON Pp, 


2 =r sen p, 
tenemos 7 =r?c0s 1. 
Ejemplo 3, Calcular la siguiente integral, pasándola a las coorde- 


nadas esféricas, 
l | | Y 134 y2-p 22 dí dy dz, 
“(V) 


donde Y es una esfera de radio R. 
Solución. Para la esfera, los límites de variación de las coordena- 


das esféricas p (longitud), Y (latitud) y » (radio vector), serán: 


Tr T : 5 
0<SP<2x, —=3 <b<>5. Or E£R. 
Por esto, tendremos: 


Ea 
VATMTFR O 
y l 22) 1494-22 dz dy de E= | do l dy | pp? cos Y dr =x R4. 
se ' 
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37. Aplicaciones de las integrales triples. El volumen 
de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a 


Y mo ' Ñ ' de dy de. 


(v 
La masa de un cuerpo que ocupa el recinto V, 


M= | | ' y(z, y, 2) dz dy dz: 
(Y) 
donde y (z, y, z) es la densidad del cuerpo en el punto (x, y, 2)- 


Fig. 98 Fig. 99 


Los momentos estáticos de un cuerpo, con rospecto a los planos coorde- 
nados son: 


May=l | | y (2, y, 2) 2 dz dy dz; 


(Y) 

Myg=! ' | y (2, y, 2) z dz dy dz; 
(v) 

Mzg=1 | ' y (x, y, 2) y dz dy dz. 
(Y) 


Las coordenadas del centro de gravedad 


=_Myz —_M2zx —-—_Mxyr 
Mo Mm "+ M 


Si el cuerpo es homogéneo, en las fórmulas para determinar las coor- 
denadas del centro de gravedad se puede poner y (zx, y, 2)=1. 


Los momentos de inercia, con respecto a los ejes coordenados son: 


Ix= JAS (y2 422) y (z, y, 2) du dy dz, 


ly = l | ' (224 22) y (2, y, 2) dí dy dz; 
(Y) 


a y$ | (22460 y (2, y, 2) de dy dz 
(Y) 
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Poniendo en estas fórmulas y(z, y, 2)==*, obtenemos los momentos 
geométricos de inercia del cuerpo. 
A. Cálculo de las integrales triples 
Calcular los límites de integración en la integral triple 
VÁ F (2, y, 2) de dydz 
(v) 


para los recintos Y que se indican a continuación: 
2240. V es un tetraedro limitado por los planos 


+y+2z=41, z=0, y=0, 2=0. 
2241. V es un cilindro limitado por las superficies 
424 y=.R?, 2=0, 2=H4f. 
2242*. Y es un cono ol por las superficies 
+ + Ñ 5 IS 
2243. V es un volumen limitado por las superficies 
2=1—x—y, z=0. 


Calcular las siguientes integrales: 


1 í 1 

de dz 
2244. dex d a 

) | j Vi+y+2+1 

Ary? 

2 2 Vx v: 2 , 
2245. | dx dy | z dz. 

0 0 0 

a V a2=x2 Y ni—x3— 3 y 
] : ¡»> ”% z 
2240; ) de | dy y VANA 

1 i-x 1 -x—y 
2247. | dz dy | zyz tz 

0 0 


2248. Calcular 
Mi | dz dy dz 
IN (24 y +24 139 * 
(YM 


donde V es el recinto de integración, que está limitado por los 
planos de coordenadas y por el plano z+y+2=1. 
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2249. Calcular 
Ñ | | (14 y-- 2)? dz dy dz, 


(Y) 


donde V es la parte común del paraboloide 2az.>x?*+-y? y de la 
esfera 2*+ y? 4 22 < 3a?. 
2250. Calcular 


| | l 22 dz dy dz, 
(Y) 
donde V es la parte común de las esferas 1?4+ y +28 R? y 13+ 


+y?+22<2Rz. 
2251. Calcular 


Ñ Ñ | zdzdy dz, 
(Y) 
donde V es el volumen limitado por el plano z=0 y por la mitad 
S a ; a y z 
superior del elipsoide +++ =1. 
2252. Calcular 
p 2 y? 72 ; 
YY tar t+r) edu da, 
(Y) 
ES q? 2 23 
donde V es la parte interna del elipsoide +37 +4 =1. 
2233. Calcular , 
| | ' 2 dí dy dz, 
(Y) 
2 
donde V es el recinto limitado por el cono 2 (a +y*) y por 


el plano z=4h. 
2254, Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
cilíndricas, ' 


| dz dy dz, 
(V) 
donde V es el recinto limitado por las superficies 1? + y*4-2*=2Rz, 
x?+4+y*?=2? y que contiene el punto (0, 0, R). 
2255. Calcular 


Y 2 


x—x2 a 
dx ( dy Y 2 V x2+ y dz, 
0 0 0 


transiormándola previamente a las coordenadas cilíndricas. 


TOS 
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2256. Calcular 


2r V 27x—x4 V ¿r2—x8- y2 
' dz | dy ' dz, 


0 —= V 2rx—x3 


transformándola previamente a las coordenadas cilíndricas. 
2297. Calcular 


RO VEA VETADO 
y de | dy (2* + y2) dz, 
—R — Y eo 0 


tranformándola previamente a las coordenadas esféricas. 
2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas 
esféricas 


| Ñ | VAF+Y Pz dz dy dz, 


(V) 


donde V es la parte interna de la esfera x?*+y?*+22< rx. 


B. Cálculo de volúmenes por medio de integrales triples 


2259. Calcular, por medio de una integral triple, el volumen 
del cuerpo limitado por las superficies 


y =4a0*—3ax, y=azr, 2=+h. 


2260**. Calcular el volumen de la parte del cilindro x?*+ y? = 
a comprendido entre el paraboloide 21*+4y?=2az y el plano 
xXOY. 
2261”. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
1214y2128=a? y el cono z2?=2x?-+ y? (la parte exterior con res- 
pecto al cono). 

2262*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
24y+422=4 y el paraboloide 1*+ y? =3z (la parte interior con 
respecto al paraboloide). 

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano 
XOY, el cilindro 12+y?=ax y la esfera 2? y?4+2?*=a? (interno 
con respecto al cilindro). 

2264. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 


j 2 2 
loide Sr+=2*+ y el plano z=au. 
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2264. 41. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
y? y2 ¿2 y? y y2 72 
Ca ir 
2264. 2. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super- 
ficies 
yl yo 2 
rr ds era ir A 


C. Aplicaciones de las integrales triples a la mecánica y a la física 


2265. Hallar la masa M del paralelepípedo rectangular Ó<zr <a, 
0O<y<b, 0<z<c, si la densidad en el punto (zx, y, z) es p (xt, y, 2)= 
== +yYy+2. 


X Fig. 100 


2266. Del octante de la esfera 24+y4z<ct, 2>0, y>0, 
2:20, se ha cortado el cuerpo OABC, limitado por los planos de 


coordenadas y por el plano 4 m1 (a<ce, b<c) (fig. 100). 


Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto 
(1, y, z) es igual a la cota z del mismo. 

2267*. En el cuerpo de forma semiesférica 1?+-y*-4- 2 a?, 
230, la densidad varía proporcionalmente a la distancia desde 
el punto al centro. FlalMar el centro de gravedad de este cuerpo. 

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el 
paraboloide y?4-22?=4x y por el plano r=2. 

2269*. Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que 
tiene por altura Á y por radio de la base a, con respecto al eje 
que sirve de diámetro de la base del propio cilindro. 

2270*. Hallar el momento de inercia del cono circular, que 
tiene por altura %, por radio de la base a y de densidad p, con 
respecto al diámetro de su base. 

2271*". Hallar la atracción que ejerce el cono homogéneo, 
de altura h y ángulo en ol vértice a (en la sección axial), sobre 
un punto material, que tenga una unidad de masa y que esté 
situado en su vértice. 
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2272**. Demostrar, que la atracción que ejerce una esfera 
homogénea sobre un punto material exterior a ella no varía, 
si toda la masa de la esfera se concentra en su centro. 


S 8. Integrales Improplas, dependientes de un parametro. integrales 
Improplas multiples 
1%. Derivación respecto del parámetro. Cumpliéndose 
ciertas restricciones que se imponen a las funciones f(x, a) y f¿ (z, a) y a las 
correspondientes integrales impropias, se verifica la regla de Leibniz 


ES he 042 lata ua) dz. 


Ejumplo 1. Valiéndose de la derivación respecto del parámetro, 
calcular 


2 
dx (a >0, B > 0). 


Solución. Sea 


> 0x2 ,—px3 
(Tico 


Isntonces, 


00 
OF (a, $) _ e 7 1 
OS qa A la 


De donde F (a, $B)= —3 1 a-+C(B). Para hallar C (B), ponemos 2 =fj en la 
última igualdad. Tonomos, 0=-—= In f+C (f). 


De donde € ()=310 f. Por consiguiente, 


1 í 1 B 
Pla, $)=—=3y ln a+ 1n B==p lu 
2%. integrales dobles impropias. a) Caso en que e 
recinto de integración es infinito. Si la función fíz, y) es 
continua en un recinto infinito S, se supone 


| | Meppazoy un | | f(z, y) du dy, (1) 
(0) 


05) 

donde y es un recinto finito, situado totalmente en S, entendiéndose por 
0» S, quo ampliamos ol recinto g según una ley arbitraria, de manera que 
en éste entre y permanezca en él cualquier punto del recinto S. Si el segundo 
miembro tiene limito y éste no depende de la elección que se haga de o 
la correspondiente integral impropia recibe el nombre de convergente; en e 
caso contrario se llama divergente. 


Integrales impropias, dependientes de un parámetro. Integ. improp. múltiples 287 


Si la función subintegral f(r, y) no es negativa (f(x, y) >0), para que 
la integral impropia sea convergente es necesario y suficiente que exista 
el límite del segundo miembro de la igualdad (1), aunque sea para un sistema 
de recintos 6 que completen el recinto S 

b) Caso de una función discontinua. Si la función f(x. y) 
es continua en todo un recinto cerrado y acotado S, a excepción del punto 
P (a, 5), se supone: 


l V Hz, y) dz dy=tim Y Ñ 1(2 y) dzdy, e 


E 


donde S¿ es el recinto que resulta de excluir del S un recinto interior 
pequeño de diámetro 8 que contiene al punto P. En el caso de que exista 
el límite (2) y de que no dependa do la forma de los recintos intoriores 
pequeños que se excluyan del recinto S, la integral considerada se llama 
convergente, mientras que en el caso contrario, es divergente. 

Si f(z,y)>0, ol lmite del segundo miembro de la igualdad (2) no 
depende de la forma de los recintos internos que se excluyen de S; en par- 
ticular, on calidad do tales recintos pueden tomarse círculos de radio > con 
centro en el punto P. 

El concepto de integralcs impropias dobles cs fácil pasarlo al caso du 
integrales triples. 


Ejemplo 2. Investigar la convergencia de la integral 


dz dy 
| | ATA (5) 
(S) 


donde S es todo el plano XOY. 
Solución. Sea oO un círculo de radio p con centro en el origen de 
coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, si py 1, tenemos: 


p 


(0) 0 
EA Ara 
=l E po 1040091 


Si p< 1, se tiene lim 7 (9)=lim f (a) =c00 y la integral divergo. Si por el 
a=>S p—>00 


y la integra) converge. Cuando 


contrario, p>>1, so tiene lim / (0) = 
p—00 pt 


27 
p=1, tenemos quo 1 (0) =1 dp | 0 (14-09); lim 7 (0)=c0, es 


decir, la integral diverge. 
Por consiguiente, la integral (3) es convergente para p> t. 
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2273. Hallar f' (zx), si 
f (1) = | e dy (z > 0). 


Xx 


2274. Demostrar, que la función 


+00 
LaS zf (2) 
al 


satisface a la ecuación de Laplace 
uy Bu 
sa aya 0 
2275. La transformación de Laplace F (p) para la funcion f (2) 
se determina por la fórmula 


00 


Po) =1 ef (9 de. 
0 


Hallar F(p), si: a) f(0)=1; Db) /(0) =e%; c) f(t) =sen ft; 


d) f (t) =co0s ft. 
2276. Aplicando la fórmula 


1 
| 2 dz = Z (n > 0), 


calcular la integral 


+ 
| riilnxdz. 
0 


2277*. Aplicando la fórmula 


00 


| en ay == (p>0), 
¡ 


calcular la integral 
| e Pal. 
Ú 
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Utilizando la derivación respecto al parámelro, calcular las 
siguientes interrales: 


ga 


2278 a 
o z (a >0,f>0). 


S_- TE 


— fx 
2279, senmadx (a>>0, f >>0). 


arctg ax d 


2280. 2U+23% Y 


In (1 — ur? => de 
22 Y1—22 


2281. (|< 1). 


2282. [e EMBg (a>0). 


SI 3 Ora Se S_—" 3 


Calcular las siguientes integrales impropias: 


00 


2283. | dz ( e 46) dy. 
0 


y 


2284. | dy | ev dz. 


2285. VA donde S es un recinto, que se determina 


| 
' 


por las desigualdades zi, yaz. 


se e. dl 
2286*. Ñ dz arar (a > 0). 
9 U 


co 


2287. La integral de Euler-Poisson, determinada por la fórmula 


1 = yea dx, se puede escribir también en la forma == Ñ e? dy, 


0 y 
Multiplicando entre sí estas fórmulas y pasando después a las 
coordenadas polares, calcular 7. 

2288. Calcular 


a pa 


1 9—1016 
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Averiguar si convergen las siguientes integrales dobles impro- 
pias: 
2289**, l l lnV + y dx dy, donde S es el círculo 224 y? 1. 
(S) 


2290. YN <=, 
de (Mya 
por la desigualdad x?4 y? >41 («parte exterior» dol círculo). 


2291". Y! ¿cz —. donde S es un cuadrado |+|<1, ly|<1. 


donde S es un recinto que se determina 


2292. JW ec donde V es un recinto, que se deter- 
A 


mina por la desigualdad 1? y?+2*>1 («parte exterior» de la 
osfera). 


S 9. Integrales curvilineas 


149 Integrales curvilínoas de primer tipo. Sea f(z, y) 
una función continua o y=Q (zx) [a <zx <bd] la ecuación de una curva plana 
determinada C. 

Marcamos un sistema de puntos M; (Ts, Yi) (¿=0, 1,2,..., n), que divi- 


dan la curva C en arcos elementales M;¡.¡M;¡=As;, y formamos la suma 
n 
integral S,= Y fx, 1/5) As¡- El límito de esta suma, cuando rn —>00 y 


1=1 
máx As;¡> 0 recibo el nombre de integral curvilinea de primer tipo 
n 
lim D) F(2p y;) Asi | fx, y) ds 
m7 41 E 


(ds es la diferencial del arco) y se calcula por la fórmula 


b 
fe, ds =Ñ 2. 00) VIT dz. 


a 


En el caso de que Ja curva € esté dada en forma paramétrica: 
rez p (t), y=yp(t) [a <t <f], tenomos: 


B 
| f (z, y) ds = f PD. 90) VETO?) ee. 
y Q 


Se considcran también integrales curvilíneas de primer tipo de funcio- 
nes de tres variables f (z, y, 2), tomadas sobre uma curva en ol espacio, que 
se calculan análogamente. La integral curvilínea de primer tipo no depende 


Integrales curvilíneas 291 


del sentido del camino de integración. Si la función subinlegra) f se interpreta 
como la densidad lineal de la curva de integración C, esta integral rópre- 
sentará de por sí la masa de la curva C. 


Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea 


| (14 y) de, 
€ 


donde C es el contorno del triángulo ABO, cuyos vértices son: A(t; 0), 
B (0; 1) y O (0; 0) (fig. 101). 


Y 

B 

y E 
F ig. 101 


Solución. Aquí, la ecuación de 4B es: y=1=x, la do ÓB: =0 y 
la de OA: y =0. 
Por lo tanto, tendremos: 


A) 


| (+) ds l (17 y) ds + Y + de | (1+y)ds= 


C AB BO OA 
e j y 

=| VW2dr+ | yay +A 2d =Y2 +4. 
0 7 0 


22, Integrales curvilíneas de segundo tipo. Si P(z, y) 
y Q(z, y) son funciones continuas e y=0Q(z) es una curva plana €, que 
se recorre al variar + desde e hasta b, la correspondienie integral curcilinea 
de segundo tipo se expresa de la forma siguiente 


b 
| P (x, y) d1+0Q (2, ydy= | [P (2, p (1))+0" (2) Q (2, y (2))] ez. 


a 


En el caso más general, cuando la curva C se da en la forma paramé- 
trica: r=Qq(t), y =V (t), donde t varía entre au y Pf, tenemos: 


B 
l P(z, y d14-Q(z, y)dy= ' (2 (9 (0), (9) (070 (8 (1), y (£)) Y” (£)] de. 
C 


o 


Fórmulas análogas son válidas para la integral curvilínca de segundo 
tipo tomada sobre una curva en el espacio. 


199 
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La integral curvilínea de segundo tipo cambia su signo por el 
contrario, al cambiar el sentido del camino de inte- 
yración. Mecánicamente, esta integral puede interpretarse como el trabajo 
de la correspondiente fuerza variable (P (z, y), Q (e, y) a lo largo de la curva 
de integración €. 


Ejemplo 2. Calcular la integral curvilínea 


| y? dr 2? dy, 


e 


C 


donde C es la mitad superior de la elipse z=acost, y=bsen €, que se 
recorre en el sentido de las agujas del reloj. 


Solución. Tenemos 


| y? dx +Y+x32dy= | [62 sen? t.(—a sen 1) + a? cos? 1.b cos t] de = 
» 


A 


0 0 
= —ab? | sen? 1 dt +2) cos? £ dt < abs, 
x ñ 


3. Caso de diferencial exacta. Si la expresión subintegral 
de la integral curvilínea de segundo tipo es la diferencial exacta de una 
función uniforme doterminada U =U (z, y), es decir, P(x, y) d+ Q(z, y) dy = 
=dU (zx, y), esta integral curvilínea no depende del camino de integración 
y se cumple la iórmula de Newton-Leibniz 


(xo; Yy) 
P(x, y dx--Q (2, y) dy =U (22, ya) —U (21, yy), (1) 
(xy; 14) 
donde (ás yy) es el punto inicial y (xo; yz), el punto final del camino. En 
particular, si el contorno de integración C es cerrado, so tiene 
(Pla y dz+0(e y) dy=0. 2 
C 


Si, 1) el contorno de integración € está comprendido totalmente en un 
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las funciones P(z, y) y 
Q iz, Y, junto con sus derivadas parciales du 1? orden, son continuas en «al 
recinto S, la condición necesaria y suficionte para la existencia de la 
función U cs que se verifiquo idénticamente en todo el recinto + la igualdad 


da ay (5) 


(véase integración de diferenciales exactas). Si no se cumplen las conmilicio- 
nes 1) y 2), la subsistoncia de la condición (3) no garantiza la oxistencia 
de la función uniforme € y las fórmulas (1) y (2) pueden resultar ser 
erróneas (vóaso el problema 2332). Señalemos un procedimiento para hallar 
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la función € (z, y) por medio de su diferencial total, basado en ol empleo 
de las integrales curvilíncas (es decir, un procodimiento más de integración 
de la diferencial exacta). Como contorno de integración € sa toma la línea 


quebrada P¿2,M (fig. 102), donde Po (zp; yo) es un punto fijo, M (x; y) un punto 
variable. En este caso, a lo largo de P¿P,, tenemos que y=yy y dy 0, 
mientras que a lo largo de P,M, tenemos que dx—0. Obtenemos: 


(x; y) 
U (x, y) E (Zo, Yo) = qe (z, y) de+Q(z, y) dy = 
(Xp: Vy) 
pe a 
= l P (2, yy) de + | Q(z, y dy. 
xo Yo 


Análogamente, integrando sobre la línea quebrada .P'¿P2M, tenemos: 
:É pS 
0 fe, 0 (0, 0)= | Q (eo, yrdy + | Ple y) dz. 
Un xo 
Ejemplo 3. (424 2y) dx+(22—6y) dy =dU. Hallar U. 
Solución. Aquí, P(z, y)=40+2y y Q(z, y) =2x—Gy; al mismo 
tiempo que, evidentemonte, se cumplo la condición (3). Sean 2¿=0, yo =(". 
Entonces, 


Xx y 

U (a, yl 4x dejo | (22—6y) dy +C=2x14 2y —3y24 0, 
e Y 
0 0 


o bicn, 


Y x 
Uta, y =h —Gy dy 4h (62 +29) de C=—3y2 + 202422940, 
0 0 


donde C=U (0; 0) es una constante arbitraria. 
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4”. Fórmula de Groen para ol plano. Si C es la frontera 
del recinto S y las funciones P(z, y) y Q(z, y) son continuas, junto con 
sus .derivadas parciales de 1% orden, on ol recinto cerrado S4C, se veri- 
fica la fórmula de Green 


po dx +0Q dy = y (5-7) de dy, 


donde el sentido del recorrido del contorno C se elige de forma que el 
recinto S quede a la izquiorda. 

, 5% Aplicaciones de las integrales curvilíneas. 1) El 
área limitada por un contorno cerrado C, es igual a 


= —hydz=h 2 dy 
e Cc 


(el sentido dol recorrido del contorno debe elegirse contrario al movimiento 
de las agujas del reloj). 
Más útil para las aplicaciones es la siguienta fórmula 


1 t ( y 
> rr — = -—- 2 —» a 
S yo as y d) 79" a(2) 


2) El trabajo de una fuerza, cuyas proyecciones sean X=X (zx, y, 2), 
Y =Y (2. y, 2), Z=Z(x, y, 2) (o correspondientemente, el trabajo de un 
campo do fuerzas), a lo largo del camino C, so expresa por la integral 


4= | X dr +Y dy+2Z dz. 


Sc 


Si la fuerza tieno potencial, es decir, si existe una función U= 
=U (x, y, 2) (función potencial o de fucrza) tal, que 
gu _ vU gU 


| ridad db 
el] trabajo, indepondientemoento de la forma dol camino €, es igual a 


(x2; ya; 22) (xe; ya; 22) 
Á= | XA dr4-Y dy 4 Z dz= | dU=U (22, Yo, 29) —U (21, Y y, 24), 
(Ti; Ya; 21) (x15 Ya; 21) 


donde (x1, y¡, 24) es el punto inicial y (23, Ya, 29) el punto final dol camino. 


4. Integrales curvilineas de primer tipo 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 
2293. | zy ds, donde C es el contorno del cuadrado 


Cc 
l=|+|y]=a (a >0). 


2294. h VA RTI? donde € es un segmento de recta que une 
entre sí los puntos O (0; 0) y A(1; 2). 
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2295. Ñ ay ds, donde € es el cuadrante de la elipse F+4-=1, 


C 
situado en el primer cuadrante. 


2296. f y? ds, donde € es el primer arco de la cicloide 
C 
z=a (t—sent), y=a(í—cos 1). 


2297. | V x2+uy*ds, donde C es el arco de la evolvente de la 


€ 
circunferencia r =a (cos £ + £ sen £), y == a (sen t—£c0s£) [0 <t< 21]. 
2298. Ñ (12 + y? ds, donde € es el arco de la espiral logarít- 
e 
mica r=ae"?%(m>>0) desde el punto A(O0; a) hasta el punto 
O (—-o0; 0), 
2299. Ñ (1 +y)ds, donde € es el lazo derecho de la lemniscata 
E 
r"=a*c08 2p. 


2300. Y (+2) ds, donde C es un arco de la curva 


C 
ct, = ¿=15[0<t< 1). 
2301. y PA donde C' es la primera espira de la hélice 
circular CO y =asenií, z=bt, 


2302, Ñ V 2y? + 2? ds, donde € es el círculo 2? + y? 4 22= a?, z= y. 


2303+, Hallar el área de la superficie lateral del cilindro parabólico 


y=¿2 , limitada por los planos z=0, z=0, z=x, y=6. 

Za: Hallar a longitud del arco de hélice cónica C, 
z=ae' cost, y=ae' sent, z=ae', desde el punto O (0; 0; 0) hasta el 
punto A (a; O; a). 


2305. Determinar la masa del contorno de la elipse > —= pd si =1, 


si su densidad lineal en cada punto M (zx, y) es igual a |yl. 
2306. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circu- 
lar z=acost, y=asent, z=b£, si la densidad en cada punto es 
igual al radio vector del mismo. 
2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del 
semiarco de la cicloide 


z=a(i—sent), y=a(1—cost) [0<i<u). 
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2308. Hallar el momento de inercia, con respesto al eje OZ, 
de la primera espira de la hélice circular x:=acost, y=asen lt, 
2= bi. 

2309. ¿Con qué fuerza iniluye la masa M, distribuida con 
densidad constante por la circunferencia 124 y2=a?, z=0, sobre 
la masa m, situada en el punto A(0; 0; b)? 


B. Integrales curvilineas de segundo tipo. 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 


2310. | (1?— 2xy) dx + (2xy + y*) dy, donde AB es el arco 
AB 
de la parábola y=x? que va desde el punto A(t; 1) hasta el 
punto B (2; 4). 


Fig. 103 


2311. | Qa—y) dx+xdy, donde C es el primer arco de la 


C 
cicloide z=a(t—sent), y=a(1—cost) recorrido en el sentido 
del crecimiento del parámetro ?. 


2312. | 2xydz—2* dy, tomándola a lo largo de los diferentes 
GA 
caminos, que parien del origen de coordenadas O(0; 0) y que 
finalizan en el punto A(2; 1) (fig. 103): 
a) sobre la recta Omád,; | 
h) sobre la parábola OnA, cuyo eje de simetría es el eje OY; 
c) sobre la paráhola OpA, cuyo eje de simotría es el eje OX; 
d) sobre la línea quebrada OBA; 
e) sobre la línea quebrada OCA. 


2313. | 2xy de +x?dy, en las mismas condiciones que el 


ÓA 
probleraa 2312. 
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(2 -)- y) dx— (1—y) dy 
cunferencia 2*+ y?= a? en sentido contrario al de las agujas del 
reloj. 


, tomándola a to largo de la cir- 


2315. | y d+ x dy, donde € es la mitad superior de Ja elipse 
a E 
r=acost, y= bsen t, quese sigue en el sentido de las agujas del reloj. 


2316, | cosydxr—senzdy, tomándola a lo largo del segmento 
AB 

AB de la biscctriz del segundo ángulo coordenado, si la abscisa 

del punto Á es igual a 2 y la ordenada del punto 2 igual a 2. 


2317. pa , donde € es el lazo derecho de la lomnis- 
€ 
cata r2= a? cos 2, que se sigue en el sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 
2318. Calcular las integrales curvilíneas do las expresiones 
diferenciales exactas siguientes: 
(2, 3) (4; 4) (d: 1) 


a) | dy +ydx, b) l idxrW+ydy,.c) | (24 y) (di + dy), 
(—-1; 2) (0; 1) (0; 0) 


(2; 1) 
y de —a dy 


d) A 


(por un camino que no corte al eje OX), 
(1; 2) 
: y) 
e) l E (por un camino que no corte a la recta z+-y=0), 
(+:7) 
(Ta; Ya) 
DOY e(a+ (dy. 
(x1; ya) 
2319. Hallar las funciones primitivas de las expresiones 
subintegrales y calcular las siguientes integrales: 


(3, 0) 
Ñ | (22 + 4x9) dí 4 (63%y*— Sy?) dy, 
(2; —1) 
(1; 0) 
h) | A (el camino de integración no se corta con la. 


(0; —1) 
recta y=x), 
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(3; 1) 
c) | A (el camino de integración no se corta 
(151) 
con la recta y = —1), 
(1: 1: 


YN 0d lap) 


(0; 0) 


2320. Calcular la integral 
T=| UY 
Vi+a+y? 
tomándola en el sentido de las agujas del reloj, a lo largo del 
cuarto de la elipse A+ E=1, que se encuentra en el primer 


cuadrante. 
2321. Demostrar, que si f(u) es una función continua y C es 


un contorno cerrado «regular a trozos», la 


$7 (2 + y?) (2 de + y dy) =0, 
Cc 


2322. Hallar la función primitiva YU, si: 

a) du=(214 3y) de + (32— 4y) dy; 

b) du= (32? — 2xy + y?) de —(1?— 2xy + 3y?) dy; 

6) du=eY[(1 +2 + y) de + (1 —2—y) dy); 
CIA 

d) de Pay" 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas, tomadas a lo largo 
de curvas en el espacio: 
2323. | (y —2)d3+(2—u)dy+(x—y) dz, donde € es una 
E 
espira de la hélice circular 


T=AacOosft, 
y=aseni, 
z=bt, 


correspondientes a la variación del parámetro + desde O a 2x. 
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2324, $ ydx+zdy +x2dz, donde € es la circunferencia 
C 


x= HR cosucos t, 
y =XR cosa sen l, 
= RF sen a (a = const), 


recorrida en el sentido del crecimiento del parámetro. 


2325. l xy dx +yzdy +2x dz, donde OA es el arco de la cir- 
dA 
cunferencia 12+y?4+z221=2Rxr, 2=x, situado por el lado del plano 
XOZ, donde y>>0. 
2326. Calcular-las integrales curvilíneas de las diferenciales 
exactas siguientes: 
(6; 4; 8) 
a) rdz+y dy —2 d2, 
(13 0; 3) j 
(a; b; c) 
b) l yzdx+zxdy + xy d2, 
(1; 1; 1) 
(3; 4; 5) 
zdxr+ydy+2dz 
0d.) VEFPRE 


o) 
(505) 


d) yz diH+zx dy +xy dz 


ve (el camino de integración está 


(151 1) 
situado en el primer octante). 
B. Fórmula de Green 


2327. Valiéndose de la fórmula de Green, transformar la inte- 
gral curviliínea 


I=YV BF Pp dr+y [ey +In (24 V24+y3)] dy, 
€ 


donde el contorno € limita un recinto £, 
2328. Aplicando la fórmula de Green, calcular 


[$2 (044) 024 (2+ dy, 
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dondo C os el contorno do un triángulo, cuyos vértices están en 
los puntos A (1; 1), B (2; 2) y C (1; 3) y que se recorre en sentido 
positivo. Comprobar el resultado obtenido, calculando la intogral 
directamente. 

2329. Aplicando la fórmula de Green, calcular la integral 


$ ey de aye dy, 
Cc 


donde C es la circunferencia 2?-+ y2= R?, que se recorre en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 

2330. Por los puntos A(1;0) y B(2;3) se ha trazado una 
parábola AmB, cuyo eje coincide con el eje OY, y su cuorda 
es AnB. Hallar la * 


$ (1 +y) dx— (1— y) dy 


AmBNA 


directamente, aplicando la fórmula de Green. 
2331. Fallar la ' ely d+ (1 +xy)dy], si los puntos Á 
AmB 
y B están situados en el eje OX y el área, Hmitada por el camino 
de integración AmB y por cl segmento AB, es igual a £. 


19€ 8 d Sn Sn . 
2332*%. Calcular la A Examinar dos casos: 
E 


a) cuando el origen de coordenadas está fuera del contorno C, 
b) cuando ol contorno rodea n veces el origen de coordenadas. 
2333**. Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces 


d cos (X, n)ds=0, 


donde s os la longitud del arco y n la normal exterior. 
2334. Valiéndose de la fórmula de Greon, hallar la integral 


Il = $ [zcos(X, n) + y sen(X, n)] ds, 
C 
donde ds es la diferencial del arco y n, la normal exterior al 


contorno C. 
2339*. Calcular la integral 


=> 
Y ay ” 
Cc 


Integrales curvilíneas 301 


tomada a lo largo del contorno del cuadrado que tiene sus vértices 
en los puntos A(1; 0), B(0: 1), C(—1;0) y D(0; —1), con la 
condición de que el recorrido del contorno so haga en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 


D. Aplicaciones de la integral curvilinea 


Calcular el área de las figuras limitadas por las siguientes 
CUEVAS: 


2336. Por la clipse z=acost, y =bsen £. 
2337. Por la astroide x==acos3t, y =a sen l, 
2338. Por la cardivide x==- a (2008 —cos 21), 


y = a (2 sen t — sen 2£). 


2339*. Por el Jazo del folium de Descartos 2*+ y? — 3axy = 
= 0 (a >0). 

2340. Por la curva (x+ y) = azxy. 

2341*. Una circunferencia de radio r rueda sin resbalar sobre 
otra circunferencia fija, de radio FR, consorvándose siempre fuera 


R 5 é 
de ella. Suponiendo que — sea un número entero, hallar el árca 


limitada por la curva (epicicloide) que describe cualquiera de los 
puntos de la circunterencia.móvil. Analizar el caso particular en 
que r=R (cardioide). 

2342*. Una circunferencia de radio r rueda sin resbalar por 
otra circunferencia fija, de radio J?, permancciendo siempre dentro 


. R $4 . 
de ella. Suponiendo que — soa un número entero, hallar el área 


limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los 
puntos de la circunferencia móvil. Analizar cl caso particular en 


que r= (astroide). 


2343. Un campo está engendrado por una fuerza de magnitud 
constante F, que tieno la dirección del semieje positivo OX. Hallar 
el trabajo de dicho campo, cuando un punto material describe, en 
el sentido de las agujas dol reloj, el cuarto del círculo x? 4 y3= ¿2? 
que se encuentra en el primer cuadrante. 

2344. Hallar el trabajo que realiza la fuorza de gravedad al 
trasladar un punto material de masa m, desde la posición 
A (2; Ya; 21) hasta la posición B (x2; yo; 22) (el ojo OZ está dirigido 
vorlicalmente hacia arriba). 

2345. Hallar el irabajo de una fuerza elástica, dirigida hacia 
el origen de coordenadas, cuya magnitud cs proporcional al ale- 
jamiento del punto respecto al origen de coordenadas, si cl punto 
de aplicación de dicha fuerza describe, en sentido contrario al de 
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las agujas del reloj, el cuarto de elipse += í situado en el 


primer cuadrante. 

2346. Hallar la función potencial de la fuerza .R(X, Y, Z) 
y determinar el trabajo de dicha fuerza en el trozo de camino 
que se da, si: 

a) X=0, Y =0, Z=--mg (fuerza de gravedad) y el punto 
material se desplaza desde la posición A (x,, y,, 21) a la posición: 
B (L2, Ya, 22); 

1) X= +, Y = —+, 2=-%, donde p._=const y 


r=Vat+y2+22 (fuerza de atracción de Newton) y el punto mate- 
rial se desplaza desde Ja posición 4A(a, b,c) hasta el infinito; 

c) X= —kiz, Y =—Rk?y, 2= —k*z, donde k=const (fuerza 
elástica), estando el punto inicial del camino en la esfera 
aq y?)22=R? y el final en la esfera 194 y24238=r? (R >). 


S 10. Integrales de superflele . 


1. Integrales de superficie de primer  típo. 
Sea f(x, y, z) una función continua y z=0Q (xr, y) una superficie regular $. 

La integral de superficie de primer tipo ropresenta de por sí el límite 
de la suma integral 


rn 
(A ym y, 23d8= lim Di) ¿(en ya 21) 451 
dJ,u N->00 
S ¿m1 
donde AS; es el área de un elemento ¿ de la superficie S, al que pertenece 
el punto (2;, Ys, 21); el diámetro máximo de estos elementos en que se 


divido la superficie tiendo a cero. . 
El valor de esta integral no depende del lado de la superficie $ que se 


elija para la integración. 

Si la proyección a de la supcrficio 5 sobre el plano XOY es uniformo, 
es decir, que cualquier recta paralela al eje OZ corta a la superficie S en 
un solo punto, la correspondiente integral de superficie de primer tipo se 
puedo calcular por la fórmula 


ranas UN ste y, 0 MVT DERE Detras. 
s (0) 
Ejemplo t. Calcular la integral de superficio 


11 (1+y+2d8, 


donde S es la superficie del cubo 0<z<1, 0<y <1, 0<2 SÍ. 
Calculamos la suma de las integrales de superficie tomadas sobre la cara. 
superior del cubo (z==1) y sobre la cara injerior del mismo (z =0) 
1 


1 41 . 4 41 í 
| V+u+1)dz dy + | Vo) de dy | Cepa) dy=a, 
3 04 ¿ 
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Es evidente, que la integral de superficie que se husca será tres veces 
mayor e igual a 


' ' (+ y+2) 48 =9. 
S 


2. Integral de superficie de segundo tipo. 
Si P=PI(1z, y, > Q=Qíz, y, z) y R=R(, y, 2) son funciones continuas 
y St es la cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direc- 
ción de la normal m(cosa, cosf, cos yj, la correspondiente integral de 
superficie de segundo tipo se expresa de la forma siguiento: 


| | P dy dz +0 di dz +R dz dy = | | (Pcosa+ OQ cos BFR cos y dS. 

S+ Ss 
Al pasar a la otra cara S” de la superficie, esta integral cambia su 

signo por el contrario. 

Í Si la superficie $ está dada de forma implícita, F (z, y, 2)=0, los 

cosenos directores de la mormal a esta superficie se determinan por las 

fórmulas 

os E PT COS PE 

Dor” DI CONE DG 


OF y? OF y? F y? 

D==+Y | 35) +( Oy ) + ( Óz ) 

y el sono que se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la 

cara de la superficio S quo se tome. 

32. Fórmula de Stockes. Si las funciones P=P(z, y,z), 

Q=0 (2, y, 2) y R=R(xz, y, 2) tienen derivadas continuas y £ es un con- 

coraS CAEraOO, que limita una superficie bilateral S, se verifica la fórmula 
e Stockes 


donde 


> 


Pdi+Qdy+Rd= 
= ' | (E-3) cosa+ (E) cosp+ (FE) cos y | dS, 


donde cosa, cosf y cos y, son los cosenos directores de la normal a la 
superficie S, debiendo determinarse la dirección de la normal de tal forma 
que, desde ésta, el recorrido del contorno € se efectúe en sentido contrario 
al que siguon las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas do mano 


derecha). 
Calcular las siguientes integrales de superficie de primer tipo: 
2347. YY (+ y) dS, donde S es la esfera 22+y24+22=a2. 
S 


2348. Y] Va+ y? dS, donde S es la superficio lateral del 


2 2 2 
cono A+ 34 =0 10<z<b!. 
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Calcular las siguientes integrales de superficie de segundo 
tipo: 
2349. YY uzdy da+xzdzdr+xy dx dy, donde S os la cara 
4 s' 


oxterior de la superficie del tetraedro limitado por los planos 
2=0, y =0, 2=0, 2 +y42=4. 


2350. YY zdz dy, donde S es la cara exterior del elipsvide 


2351. | Ñ zx? dy de — y? de de + 22 dx dy, donde S es la cara exte- 


rior de Ja superficie de la semicsfera x2+ y? + 22 = af (2:> 0). 

2332. Hallar la masa de la superficio dol cubo 0<z<i, 
0Oxy<t, 0<z<1, si la densidad superficial en el punto 
M (zx; y; z) es igual a zxyz. 

2353. Determinar las coordenadas del centro do gravedad de la 
cápsula parabólica homogénea az=x*+y? (0U<z<a). 

2354, Hallar el momento de inercia de la parte de superficie 
lateral del cono z=Ma+y? J0x 2h] con respecto al cje OZ. 

2355. Valiéndose de la fórmula de Stockes, transformar las 
integrales: 


a) H(*—yz) de + (y?— 22) dy + (2*— xy) dz; 
Cc 


b) $ y dzx+2 dy +2 dz. 
e 


Aplicando la fórmula de Stockes, hallar las integrales que se 
dan a continuación y comprobar los resultados calculándolas 
directamente: 


2356. 5y-+2) d+ (271) dy + (1+ y) dz, donde € es la circun- 
C 
ferencia 1224-y9422=a?*, xy+4z==0,. 
2357. $ (y—2) de+(2—2x) dy + (2—y) dz, donde C es la elipse 
t 
Aa+y=!, 4-21. 
2358. Ladr+(2+y) dy+(12y+2)dz, donde C es la curva 


£==a sent, y=acost, z2=a. (seat-eost) [0< 1 <a]. 
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2359. $ y dx +2?2dy+x*dz, donde ABCA es el contorno 


ABCA 
del A ABC con los vértices en los puntos A (a; 0; 0), B (0; a; 0) y 
C (0; 0; a). 

2360. ¿En qué caso la integral curvilínea 


I=4$Pdx4Qdy+ Rdz 
C 


será igual a cero, para cualquier coutorno cerrado C? 


$ 11. Formula de Dstrogradski-6auss 


Si S es una superficie regular cerrada, que limita un volumen Y, 
y P=P(z, y, a Q=0(x,y,2) y R=R(zZ, y, z) son funciones continuas, 
junto con sus derivadas parciales de 1? orden, en el recinto cerrado V, se 
verifica la fórmula de Ostrogradski-Gauss 


| | (2 cosa +0 cosf+R cos y) as =| | | (Er) ed ds, 
8 (V) 


donde cosa, cos f$ y cos y, son los cosenos directores de la normal exterior 
a la superficio .$. 


Valiéndose de la fórmula de Ostrogradski-Gauss, transformar 
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra- 
das S, que limitan el volumen V (donde cosa, cosf y cosy, 
son los cosenos directores de la normal exterior a la superficie $). 


2361. | | zy de dy + yz dy dz+ zx dz dr. 

S 
2362. ' ' 22 dy dz + y? dz dz + 22 de dy. 

Ss 
SN ES 

JS VAFARA 

1) Ó 13) 
2364. 'Ñ ES cos a+ 3 cos P + cos y ) dS. 
Valiéndose de la fórmula de Ostrogradski-Gauss calcular las 
siguientes integrales de superficie: 


2365. | l 2 dy dz+ y? dz dx+ z*dx dy, donde S es la cara ex- 


terior de la superficie del cubo OÓ<z<«e, 0<y<ea, 0<z<a. 


2366. Y | e dydz + ydzdx +2 de dy, donde S es la cara exte- 
3 


20—1016 
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rior de la pirámide limitada por las superficies r+y+z=a, 
z=0, y =0, z=0), 


2367, | Í a? dy dz y dz d+ 2 dz dy, donde S es la cara 


Ss 
exterior de la esfera x1*-+ y? 4 22 =a2, 
2368. y (1?cosa + yicos $ + 22c0s y) dS, donde S es la super- 


ficic exterior total del cono 


ye 


q? y? - 
Trap =0 [0< 2 < b). 


2369. Demostrar, que si S es una superficie cerrada y ? cual- 
quier dirección constante, 


y) cos (n, 1) dS =0, 


doude n es la normal exterior a la superficie £. 
2370. Demostrar, que el volumen V, limitado por Ja super- 
ficie S, es igual a 
V==>+ | | (1 cos a + y cos P 4-2 cos y) al$, 
s 


donde cosa, cosf y cos y, son los cosenos directores de la normal 
exterior a la superficie S. 


$ 12, Elementos de la teoria de los campos 


49 Campo escalar y campo vectorial. El campo escalar 
so determina por una función escalar del punto u=f(P)=f(z, y, 2), donde 
P (z, y, 2) es un punto del espacio. Jas superficies f(z=, y, z)=C, donde 
C =const, se llaman superficies de nivel del campo escalar. 

El campo vectorial se determina por la función vectorial del punto 

=4 (P)=a4 (1), donde P es un punto en el espacio y r=zt-+yWJ +zd es el 
radio vector del punto 2. En forma coordenada «a =axt+ayd +azt, donde 
Gz=0x(%, y, 2), 4y=4y(x, y, 2), €, =azg(z, y, 2), son las proyecciones del 
vector « sobre los ojes de coordonadas. Las líneas vectoriales (lineas de 
fuerza, lineas de corriente) dol campo vectorial se deducen del sistema de 
ecuaciones diferonciales 


dz dy de 


» 


Ax ly az 


El campo escalar «y vectorial que no depende del tiempo ?, se llama 
estacionario, mientras que el que depende: del tiempo, no es extacionario. 
2 Gradiento. El vector 
9U 


9U ,, 9, Mm 
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14) 4) 17) ; , 
donde Y =1 E? gr az: os el operador de Hamilton (nabla), recibe el 


nombre do gradiente del campo U =f(P) en el punto P (véase el cap. VI. $ 6). 
El gradiente está dirigido por la normal rn a la superficie de nivel en el 
punto P, en el sentido del crecimiento de la función Y, y tiene una Jon- 


gitud igual a 
A Y (5) + (7) + (5). 


Si la dirección se da por el vector unitario l (cosa, cos f, cos y), 
entonces 


gu . 80 9U vv 
ay =8rad U.[=grad; A A P+=377 008 y. 


(Derivada de la función U en la dirección 1). 
3%. Divergencia y rotor. Se llama divergencia de un campo. 
vectorial e (P)=axt+ ay +a¿k, el escalar 


Recibe el nombre de rotor de un campo vectorial a (P)=axt +ayÍ+a,k, 
el vector 


da, 0, ) da, 0 dy de 
e+( E) j z 
0z Óx 


a — e Púa y Ju=vxa. 


4. Flujo del voctor. Se denomina flujo del campo vectorial 
«(P), a través de la superíicie $, en el sentido determinado por el vector 
unitario do la normal rn ¿cosa, cos f, cos y; a dicha superficio S, la integral 


| l ands= | | dy d$ = l l (0, COS 2 4, Cos $ + a, cos y) ds. 
S Ss S 


Si S es una superficio cerrada, que limita un volumen Y, y » es el vector 
unitario de la normal exterior a la superficio S, será válida la fórmula de 
Ostrogradski-Gauss,, cuya forma vectorial es 


AN) na =| | | div «+ dí dy dz. 


Y 
E cv) 


5%. Circulación dol vector; trabajo delcampo. La inte- 
gral lineal del vector a sobre la curva C se determina por la fórmula 


| edr= ' G2 ds ua | t=dz-+ay dy-baz de (1) 
E é 


y representa de por sí el trabajo del campo « a lo las o de 1 a € 
(as es la proyección del vector « sobre la tangente a C). d nds 


20* 
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Sí la curva C es cerrada, la integral lineal (1) se llama circulación 
del campo vectorial « a lo largo del contorno €. 

Si la curva cerrada C limita una superficie bilateral $, se verifica la 
fórmula de Stockes, cuya lorma vectorial es 


Yadr= | | nrotadS— ' | (rot a)n dS, 
Cc S “Ss 


donde » us el vector de la normal a la superficie S, cuya dirección deberá 
elegirso de tal modo, que para el observador que mire en el sentido de a, 
el "recorrido del contorno C se efectúe en dirección contraria a la que 
er las agujas del roloj, cuando el sistema de coordenadas os de mano 
erecha. 
6%. Campo potencial y campo solenoidal. Un campo 
vectorial « (+) se lama potencial, si 


e = grad E, 


donde U =f (+) es una función escalar (potencial del campo). 

Para que sea potencial un campo a, dado en un recinto simplemente 
conexo, es necesario y suficiente que «a sea ¿irrotacional, os decir, que rot 
«=0. En esto caso oxiste un potencial E, que se determina por la ecuación 


dU =4g dx+4y dy + a, dz. 
Si el potencial Y es una función uniformo, se tiene a dr=U (B)— 


A 
—U (4); en particular, la circulación del vector « será igual a cero: 


$ adr=0. 
e 


Un campo vectorial a (r) se llama solenoidal, si en cada punto del 
campo la div aA.=0; en este caso, el flujo del vector a través de cualquier 
suporficie cerrada será igual a cero. 

Si el campo es a la vez potencial y solenoidal, se tiene div (grad U)=0 
y la función potencial U es armónica, es decir, satisface a la ecuación 
de Laplace lid Ei BA =0, o sea AU =0, donde Au 

Ja? gy? bz : ] 

2 


dxi 
2 
+>r+or os 01 operador do Laplace. 


2371, Determinar las superficies de nivel del campo escalar 
U=f(w), donde r=Y 12 +y?4-2%. ¿Cuáles serán las superficies 
de nivel del campo U =F (p), donde p=V 2? + y?? 

2372. Determinar las superficies de nivel del campo escalar 

2 
Yaya" 

2373, Demostrar, que las líneas vectoriales dol campo vecto- 


rial a(P)=c, donde e es un vector constante, son rectas parale- 
las al vector c. 


O = arcsen 
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2374. Hallar las líneas vectoriales del campo a = —oyi4 07, 
donde (ww es úna constante. 

2373. Deducir las fórmulas: 

a) grad (CU + C,V) =C, grad U + €, grad V, donde C, y €, son 
constantes; 

b) grad (UV) =U grad V +V grad U; 

c) grad (U?2) = 20 grad U; 

d) grad (y) == VgredY Tema. 

e) grad p (U) = y' (U) grad U. 

2376. Hallar Ja magnitud y la dirección del gradiente del 
campo U =123%4+y94+23—3zxyz en el punto A (2,4; 1). Determinar 
en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje OZ 


y en cuáles es igual a cero. 
2377. Calcular el grad U, si U es respectivamente igual a: 


a) r, b) rc), d) 1() r=V2FY+2). 


2378, Hallar el gradiente del campo escalar YU =cr, donde e 
es un vector constante. ¿Cuáles serán las suporficies de nivel de 
este campo y cómo están situadas respecto al vector e? 


2379. Hallar la derivada de la función Y =34+4+5 en 


un punto dado Píx,y,z,), en la dirocción del radio vector r de 
este punto. ¿En qué caso esta derivada será igual a la magnitud 
del gradiente? 


2380. Hallar la derivada de la función U =z en la dirección 


Z [cos a, cosf, cos y). ¿En qué caso osta derivada es igual a cero? 
2381. Deducir las fórmulas: 
a) div (Ca, + Cx209) =C, diva, + Codivas, donde €, y € son 
constantes; 
. b) div(Ue) =gradU -e, donde e es un vector constante; 
c) div (Ua) = grad U -a+U diva. 


2382. Calcular la div (4). 


2383, Hallar la div a para el campo vectorial central a(p)= 
=[(1)2, donde r=V 14 y*+22. 

2334, Deducir las fórmulas: 

a) rot (Ca, + Coat) =C, rota, + C2rotaz, donde €, y Cy son 
constantes; 


bh) rot(Uc) = grad U x c, dondo e es un vector constante; 
c) rot (Ua) =gradU xa+U rota. 
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2389. Calcular la divergencia y el rotor del vector a, si a es 
igual respectivamento a: a) +; b) re y c) f(r)e, donde e es un 
vector constante. ] 

2386. Flallar la divergencia y el rotor del campo de las velo- 
Cidades linoalos de los puntos de un cuerpo, que gira con una 
velocidad angular w constante, alrededor del eje OZ en dirección 
contraria a la que siguen las agujas del reloj. 

2387. Calcular el rotor del campo de las velocidades lineales 
vt=«wXwr de los puntos de un cuerpo, que gira con una velocidad 
angular «w constante, alrededor de eje determinado que pasa 
por el origen do coordenadas. | 

2388. Calcular la divergencia y el rotor del gradiente de un 
campo escalar l,. 

2389. Demostrar, que div (rot «)=0. 

2390. Valiéndose del teoroma de Ostrogradski-Gauss, demostrar 
que el flujo del vector a =>", a través de una superficie cerrada, 
que limita un volumen arbitrario y, es igual al triplo de este volumen. 

2391. Flallar el flujo del vector », a través de la superficie 
total del cilindro 122+ y? <R? 0<z <A. 

2392. Hallar el flujo del vector a=x*¿+yjt2k a través 

. ds 24 y2_ 22 a 
de : a) la superficie lateral del cono FE <p» 0<z3< H; 

b) la superficie total de este mismo cono. 
2393*. Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atrac- 


Y mr. . . 
ción F= —-—3- de un punto de masa m, situado en el origen de 


coordenadas, a través do una suporficio cerrada arbitraria que rodea 
a dicho punto. 

2394. Calcular la integral lineal del vector r a lo largo de una 
espira de la hélice circular z=Rcost; y=Rsent; ¿=ht, desde 
¿=0 hasta t=2n. 

2395. Valiéndose del teorema de Stockes, calcular la. circula- 
ción del vector a=x*y43+¿j+2zk a lo largo de la circunferen- 
cia 124 y? =R*; z=0, tomando en calidad de superficie el hemis- 
forio 2=Y R3—22— y?, 

2396. Demostrar, que si /'' es una fuerza central, es decir, que 
está dirigida a un punto fijo O y depende solamente de la distan- 
cia r hasta este punto: F=*f(r)r, donde f(r) es una función 
uniforme continua, el campo será potencial. Hallar el potencial 
OU del campo. 

2397. Hallar ol potencial U del campo de gravitación, que 
ongendra un punto material de masa m, situado en el origen de 


coordenadas: a = —3r. Demostrar, que el potencial U satisface 
a la ecuación de Laplace AU =0, 
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2398. Comprobar si los campos vectoriales que se dan a conti- 
nuación tienen potencial U y, si lo tienen, hallarlo: 


a) a= (07%y — 4xy) ¿+(32* —2y) J; 

b) a=yzi+2123+zxyk; 

e) a=(y+2)¿4-(24-2) ¿+ (25 y) k. 

2399. Demostrar, que el campo central espacial a= f(r) r será 
solenoidal sólo cuando f (9) ==> , donde k =const. 


2400. ¿Será solenoidal el campo vectorial e =r (e x +), donde e 
es un vector constante? 


Capitulo VI1T 


SERIES 


1. Series numéricas 


1% Conceptos principales. Una serie numérica 
A NS sy tn (1) 


se llama convergente, si su suma parcial 


Sn =01 4434... 4n 


tiene límite cuando r » «0. El número S=lim $, recibe el nombro de suma 
Ni -»>00 
de la serie y la cantidad 


Ra=3S—S$n =48p41 + 4n42 0H +. > 


el de resto do la serie. si ol límite lim Sy no existe, la serie recibe el 
Ti--+ 00 

nombro de divergente. 

Si la serie es convergente, el lim a, =0 (condición necesaria para la con- 

N=> 00 

vergencia). Poro la afirmación inversa no es cierta. 

Para que la serio (1) sea convergente es necesario y suficiente que para 
cualquier número positivo e ye pueda encontrar un N tal, que para rn >N 
y pará cualquier número positivo p, se cumpla la desigualdad 


|On+i TH ln42H +.» > + ln+p Ed 


(criterio de Cauchy). 
La conyorgencia 0 divergencia do una serie no se altera si añade o se 
suprime un número finito do términos. 
- 2%. Criterios do convergoncia y divergencia de las 
series de términos positivos. 
a) l criterio de comparación. Si 0x< a, <dn, a partir do un 
determinado n==ng, y la serie 


A A (2) 


cs convergento, la serio (1) también será convorgente. Si por el contrario, 
la serie (1) es divergente, la serie (2) también lo será. 
En calidad de serics comparativas es muy cómodo tomar, en particular, 
la progresión geométrica 
00 
Y agro (a=0), 


n=0 
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que es convergente cuando |g|< 1 y divergente cuando |qg| >, y la serie 
armónica 


que es divergente. 
Ejemplo 1. La serie 


1, 4,4 
taa tata 


es convergente, ya que aquí 
y la progresión geométrica 


nal 
1 
cuya razón es q==-3, es convergente. 


Ejemplo 2. La serie 


In2 , In3 Inn 
ERIN 


es mayor que el término 


es divergente, ya que su término general 


correspondiente - de la serie armónica (que es divergente). 


b) Il criterio de comparación. Si existe un lim $2 finito 
n 00 Bn 


y diferente do cero (en particular, si az, — ba), las series (1) y (2) son con- 
vergentes o divergentes simultáncamente. 
Ejemplo 3. La serie 


14,1 t 
A par o. 
es divergente, ya que 


, Lo AY to 
lin (0) 7 +0 


= Lg s 4 . 
y la serie cuyo término general es OS divorgonto. 
Ejemplo 4. La serie 


1 1 1 1 
A a 
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es convergonte, porque 
1 4 1 
A 


] Dd 1 
y la serie cuyo término general es == cs convergente. 


c) Criterio de D'Alembert. Cuando a, >>0 (a partir de ún doter- 
minado r=np) y existe ol límite 
lim En+á 
noo Un 


la serie (1) será convergente, si q < 1, y divergento, si q >1. Cuando qg=1, 
la convergencia de la serie queda sin esclarecer- 
Ejemplo 5. Investigar la convergencia de la serio 


Solución. Aquí 


2¿n —1 2 +1 
e A 
y 
il 
lim £2+1 — lim en 2 1 2n 1 
n>0 “Un n>o 241 (2n=1) 2 noo _ 1 2 
2n 


Por consiguiente, la serie dada es convergento. Ñ 
d) Criterio do Cauchy. Cuando en >0 (a partir de un término 
determinado r=xp) y existe el límite 


lim Yang, 
N=) 00 
la serie (1) es convergente, si g< 1, y divergente, sí q >1. En el caso en 
que g==1, la convergencia de la serie quode sin esclarecer. 
e) Criterio integral de Cuuchy. Si a, =f(n), donde la fun- 
ción f(x) es positiva, monótona decrecionte y continua cuando z.>a >1, 
la serie (1) y la integral 


09 


j f(x) dz 
es 
son convergentes a divergentes simultáneamente. 
Valiéndose del criterio integral se demuestra que la serie de Dirichlet 


o 4 
y 6 


n=1 


es convergente, si p>>1, y divergonte, si p<Z1. La convergencia de muchas 
serios se puede investigar comparándolas con la correspondiente serie do 
Dirichlet (3). 
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Ejemplo 6. Investigar la convergencia de la serie 


1 1 4 4 
, tattoo tao 
Solución. Tenemos: 
A: E A A 
”"" (2n—14)2n  4n2 1 1 4n? 
“N 


Como la serie de Dirichlet cuando p=2 es convergente, basándose en el 
11 criterio de comparación puedo afirmarse que la serie dada tambión es 
convergente. 

3", Criterio de convergencia de las geries de térmi- 
nos positivos y negatívos. Si la seríe 


lesl+lasl+-.-+Hleni+-.... (4) 


formada por los valores absolutos de los términos de la serie (1) es con- 
vergente, la serie (1) tambión es convergente y recibe el nombre do absolu- 
tamente convergente. Si por el contrario, la seric (1) es convergente, mien- 
tras que la (4) es divergente, la serio (1) se llama condicionalmente conver- 
gente. 

Para averiguar si la serio (1) os absolutamente convergente pueden 
emplearse para la serie (4) los ya conocidos criterios do convergencia de las 
series de términos positivos. En particular, la serie (1) será absolutamente 
convergente, sí 


Un+1 
Un 


lim 


Tl-+00 


<to lim Ya |<i. 
n-—>00 


En el caso general, de la divergoncia de la serie (4) no se desprende la 
divergencia do la serie (1). Pero si el lim £a24 [> o bien el 


: n=») l 
. rn E . A . . Ñ 
lim y | an | > 1, entonces será divergente no sólo la serie (4), sino también 
ñnR-—>00 


(3 
la serie (1). . 
Criterio de Loibniz. Si para una serie alternada 
bi—ba34+b3—b1+..- (a > 0) (5) 
se cumplen las condiciones: 1) dy>b2>b9>...: 2%) lim bd, =0, la serio (5) 


Nn=>00 
será convergente. , 
Para el resto de la serie R,, en este caso, será válida la acotación 


[Ral <S Bn41> 
Ejemplo ?7. Investigar la convergencia do la serie 
n(n—1) 
2 y? 3 y3 4 y , n qn 
(5) +) + +0? (3) + 


Solución. Tomamos la serie de los valores absolutos de los térmi- 
nos de la serie dada: 


A a) 
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Como 
a de n n : n , 1 
li (lr) mts, E Y" 
n 


la serie dada cs absolutamente convergente, 
Ejemplo 8. La serie 


A m4. A 
E .. «Fl 1) a 


es convergente, ya que se cumplon las condiciones del criterio de Leibniz. 
Pero converge no absolutamente (condicionalmente), ya que la serie 


1 
a 


es divergonte (serie armónica). 

Obsorvación. Para que las series alternadas sean convergentes, no 
es suficiente que su término general tienda a cero. El critorio de Leibniz 
afirma únicamento, que la serie alternativa converge si el valor absoluto del 
término general de la misma tiende a cero monótonamente. Por 
ojemplo, la serie 

1,1 1 1 1 1 
CE a 


es divergente, a pesar de que su término general tiende a cero (la variación 
monótona del valor absoluto de este término general, aquí, naturalmente, 


no so cumple). Efectivamente, en este caso Sor=Sk+8%, donde 
; 4.4 4 > 1.4 4 
SS a a E 
y el límite lim Ski+00 (Sá es la suma parcial de la serie armónica), mien- 
a 0) 


tras que el lim Sk existe y es finito (Sk es la suma parcial de la progresión 
k—+00 


geométrica, que es convergente), por consiguionte, e Sah =00. 
300 
Por otra parte, para que la serie alternada sea convergente, no es nece- 
sario que se cumpla el criterio de Leibniz, ya que la gsorie alternmada puede 
ser convergente, si el valor absoluto de su tórmino general tiendo a cero de 
forma no monótona. 
Así, la serie 


1 1 1 1 1 
E IN a O SS 


es convergente, y además absolutamente, a pesar de que el criterio de Lejb- 
niz no se cumple, puesto que el valor absoluto del término general de la 
serio, aunque tiende a cero, no lo hace monótonamente. 
4% Series de tórminos complejos. La serie quo tiene por tér- 
mino genera lc, =ap-p iba (12=--1) es convergento si, y sólo si, son convergentes 
00 


00 
simultáneamente las series de sus lérminos reales De an y y bh y en este 
n= Í n=1 
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caso, 


00 


Z ca= Y tn+i 2 Bn. (6) 


n=1 


La serie (6) es indubitablemente convergente y se denomina absolutamente 
conrergente, si convoryo Ja serie 


y ¡Cn |= E Vo +b%, 


n—f 


coo. anos son log módulos de los de la seric (6). 
pe A con las series. 
2) Cada uno de los términos do una serie convergente puede multipli- 
carse por un número cualquiera *, as decir, si 


A A 
ka, Hhas4-... +ker+...= 
b) Se entiende por suma (o resta) de dos sorios convergentes 


O (7) 
bi +HbaA4-... Hbn+... = Yo (8) 


se tendrá 


Ja correspondiente serie 
(04 +61) +10, 4 b9+--. + (an E bn)... =8/ 1 S2. 
c) Se llama producto de las series (?) y (8), la seric 
abc +h... Fent... (9) 
donde Cn = £4b +asdba +... . + 4nb, (n=1, 2, 

Si las series (7) y (8) son absolutamento conyergentes, la soric (9) también 
lo será y su suma será igual a SyS2. 

d) si una serie es absolutamente convergente, su suma no varía cuando 
se altora el orden de sus términos. Esta propiedad no tieno lIngar cuando la 
convergencia no es absoluta. 

Escribir la fórmula más simple del término enésimo de las 
siguientes Ma de acuerdo con los términos que se indican: 


AO. API E E 2407 rotatoria dat 


1-3-5 1-3-5:7 
02 AAA O 


2409. ERA | 
2440. 14743 AA 


2403. AA 
2404. AN ds 
2405. . 7+> : tas +. 


2406. + SH atit 


318 Series 


En los problemas N% 2411-2415 es necesario escribir los 4 ó 5 
primeros términos de la serie, partiendo del término general a, 
que ya se conoce. 


3 =— 2 1 
2411. An = a * 2414. a= BR (TA 
24+s0n Cos na 
2412, a, = 2322. 2415. PB ita ela 


2413. a) =P. 


Investigar la convergencia de las series siguientes, valiéndose 
de los criterios de comparación (o de la condición necesaria): 
2416. 1—1+7+1—4+... (108... 
1/21 1/2y? 4 /(2yxn 
47. + lo) +3l(g) + +ol(5)+ 
2,3,4 
1 1 1 
2419. === =3=Z+i==— +... 
VIO Pp 10 + y 10 a 
PS 1 


6 1 1 Eo 1 
2421. utaitat nd Fin +r T e 


1 1 4 t 
2. RO == XX E — A E 
242 ma ya +” Van? 
¿ 23 2 27 
2423, 24 + eros 
224. 11 LL 1, 


1 1 í 
2425. 37 heart ... + + ... 


A 
ESE aya? e an Va ” 
Valiéndose del criterio de D'Alembert, investigar la conver- 
gencia de las series: 
1 3 9 3n — 1 
2421. REZA A +. són 
MENE ÓN 


a 2 25,258 2-5:8 ... (3n-—1) 
2428, i++ + di +53 a rr 
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Valiéndose del critorio de Cauchy, investigar la convergencia 
de las series: 


2429. ++(3) + ($) + A a y + 7 


2430. +H(35) +(5) + lA em 


Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 
positivos: 


2431. l+srtar+.- LA + 


2432. ce 
2433. atatrnat taa + en 
2486. FATE Ah e 

2435. FTEHR A rt 


3 ) 1 2¿n 4-1 
E IU IA CPAP 
9 


3 
3, (6y 
2437. + +7) + 
1 


208 (a) + (a) + 


; | ag , 27 no 
2439. rar pudo: A on E 
n-—] 

O 

11 31 31 n! 
2441. tardor 
td 2, 4 gn-1 
2442. l+ir+tar+ Ed Tan t E 


4 , 1.3.5 , 1-3-5... (271) 
2443. IFE o A tt 


(292, (32 (ni) 
2444. + GTA TA dé 


1000-1002 1000-1002 -1004 
A Y ZA + 


1000-1002-1004 ... (998-+2n 
A A 


4:47... (3n—2) 


2445. 1000 +- 
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2 , 2-5.8 2:5:8-11-14... (6n — 7) (6r — 4) 
2446. THIRD BD AC 
4 45 1-59... (4n—3) 
2447. EN METE ST a =2) (4n-—2) +. 
4 t-11 t-11-21 1-11-21... (10n— 9) 
A A 
4-4 1.4-9 14.49... 2? 
2449. ld iz tiara PTE aa Cr" 
e o 1 
2450. Z ETA 2459. 2 VARTD 
ne 1 
Ñ 2460. A e 
2451. e sen 3 + y Va(a+D (+2) 
n=1 ás 
00 2461. 
2452. Y) In(1+-3)- Zo cnt? 
n=1 mo 
o 2462. Y) —2 > 
DS aa 20 YN 
n=1 iS Ya 
2463. A 
po A 2 (2n—1) (5 P n—1) 
" 2 Inn * 
n= 2464. 2 (1—cos E) . 
2455. Y 
O 2465, Y L. 
00 1=n 
or 4 00 
diás Ze Tarn 2466. y) 
n=1 
2457. Ya EE Ininn * 2407. > da 
n=1 
2458. SL == 2468*, Y <=. 
n=2 n=1 


2469. Domostrar, que la serie z 


ny Ln n ” 


CU ea 
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1) es convergente, cualquiera que sea q, si p>>Í1, y cuando 
q>i, si p=1; 


2) es 


q<t, si p=1. 


divergente, cualquiera que sea q, si p<" 1, y cuando 


Averiguar la convergencia ¿de las siguientes series alternadas. 
Si son convergentes, comprobar si lo son absoluta o condicional- 


mente. 


2470. 


2471, 


2472. 


2473, 


2479. 


2480. 


2481. 


24182. 


2483. 


AN 


2n—1 es 

A A 
v2" V3 Va 
ti 
tilo 
A o 
ni4n 
IEEE ESA 
E 
qa + 

ANA e 
E ea ES 
pl 
A EOI EEES 
S (arar, 
n=1 
> (— 1)" tg Va . 


Cerciorarso de que el criterio de convergencia de 


D'Alembert no resuelve el problema del esclarecimiento de la 


21—1016 
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00 
convergencia de la serie 2 Gn, donde 
nt 


Yh—1 7 -] 


» l9= (k = == J.; 2, - -), 


Loh-1 = Er 
mientras que con ayuda del criterio de Cauchy se puede comprobar 
que esta serie es convergente. 

2484*. Cerciorarse de que el criterio de Leibniz no es aplicable 
a las series alternativas a) —d). Comprobar, cuáles de estas series 
son divergentes, cuáles convergentes condicionalmente y cuáles 
absolutamente convergentes: 


4 4 4 4 1 4 
a) Va Yin? ya VETO EOS 
1 


1 1 
(an: = a? AR 1) > 
1 1 1 1 1 
Vi EA 
Cr 4? dor = —5) , 
1 1 1 1 1 
in a E TÍA E 
1 1 
(2 == q) “n= 23) : 


Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 
complejos: 


2485, Y LEE. 2489. Y ——. 
n=1 A n=1 Yn+i 
2486. Y LEDS. 2490. Y ——. 
2 3 2 (n+1) Yn 
A pe 1 
2487. 2 up" A TS 
O mn n(2—0441 72 
2488. Y) —. 2492. z == a a] 
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2493. Entre las curvas y=-> e =>, a la derecha de su 


punto de intersección, se han construido segmentos paralelos al 
eje OY y que guardan entre sí distancias iguales. ¿Será finita la 
suma de las longitudes de estos segmentos? 

2494. ¿Será finita Ja suma de las longitudes de los segmentos 


¿ ; 1 
de que se habla en el problema anterior, si la curva y =]7 Se sus- 


tituye por la curva y=2? 


9 ou 
— PM 
2495. Formar la suma de las series > ar y >» E. 
n=1 n=1 


¿Será convergente esta suma? 


2496. Formar la diferencia de las series divergentes Y 2 
n — 
00 n=1 
4 : ; E 
y > an * investigar su convergencia. 
n=1 


2497. ¿Será convergente la serie que resulta de restar la serie 


00 a] 

1 4 , 1 > 
> == de la serie > dí 
n—d 


n=1 
2498. Buscar dos series tales, que su suma sea convergente 
y su diferencia divergente. 


2499. Formar el producto de las series >) Va y > += : 
n=1 


. » n=1 
Este producto ¿será convergente? 


| E 
2500. Formar la serie (+++ ++...) ¿Será 
convergente esta serie? 
2501. Se da la serie A+ — + ele +... Apre- 


ciar el valor del error que se comete al sustituir la suma de esta 
serie por la suma de sus cuatro primeros términos y por la suma 
do sus cinco primeros términos. ¿Qué puede decirso de los signos 
de estos errores? 


2502*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 


la serie 
A 


por la suma de sus n primeros términos. 


q) 
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- 2503. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


1 1 1 
a 


por la suma de sus nm primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando n= 10, 

2504**. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


A 


por la suma de sus r primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando x = 1000. 
2505*. Acotar el error que se comete al sustitutr la suma de- 


la serie 
an—2 


+2 (7) +3 (7) +. +n(7) 
por la suma de sus n primeros términos. 


tz - hay que tomar 


2506. ¿Cuántos términos de la serie > 


nui 
para calcular su suma con exactitud desde 0,01 hasta 0,001? 


2507. ¿Cuántos términos de la serie » IES hay que tomar 


=1 
para calcular su suma con exactitud hasta 0,01, 0,004 y 0,0001? 
2508*. Hallar la suma de la serie 
1 1 1 1 
trata te apt 


2509. Hallar la suma de la serie 


AAA A AI E EN 


S 2, Series de funciones 


14%, Campo de convergencia. El conjunto de los valores del 
argumento x=, para los que la sorie de funciones 


lo-fi (Dt... +hÍn (DA... (1) 
es convergente, se llama campo de convergencia do esta serie. L función 
S (2) = lim S, (2), 
n->00 
donde Sn (2) =f, (2) + fo 7 AE fe (2) y x perteneco al campo de conver- 


goncía, recibo el nombre de suma a serio, y An (1) =8 (2) —Sn (2), el de 
resto de la serie. 
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En los casos más simples, para determinar el campo de convergencia 
de la serie (1) basta aplicar a esta serie los conocidos criterios de conver- 
gencia, considerando x= fijo. , 

Ejemplo 1. Determinar el campo de convergencia de la serio 


4 2 3 n 


Solución. Designando por medio de uy» el término general de la 
serie, tendremos 


lim ¿20+4b — dim A dr 


A nro 2 + (ri) +1 2 


Basándose en el criterio de D'Alembert se puede afirmar que la serie es 
convergente (y además absolutamente convergente), si E a, es decir, 


dy. cona dd 


Fig. 104 


si —3<z2<1; la serie es divergente, si LE El > 1, es decir, si —00< 
<1i<—30 si i<z<o (fig. 104). Cuando z=1 se obtiene la serie 
armónica IE HG A que es divergente, y cuando z=-—3, la serie 


—1 ++ ««., que (de acuerdo con el criterio de Leibniz) es convergente 


(pero no absolutamente). 
Es decir, la serio converge cuando —3<xr< l. 
2%. Series de potencias. Para toda serie de potencias 


cotos (1—0) + eg(—a? 4... en (1—ay+... (3) 


(cr y e son números reales) existe un intervalo (intervalo de convergencia) 
za] <R con centro en el punto z=a«, en cuyo interior la serie (3) 
es absolutamente convergente; cuando |z—«aj >R la serie es divergente. 
El radio de convergencia R puedo ser en casos particulares igual a 0 y a 00. 
En los puntos extremos dol intervalo de convergencia z=4a + R puedo tenor 
lugar, tanto la convergencia, como la divergoncia de la serie de potencias. 
El intervalo de convergencia se determina generalmente por medio de los 
criterios do D'Alembert o de Cauchy, aplicándolos a la serie formada por 
los valores absolutos de los términos de la serio dada (3). 
Aplicando a la serie de los valores absolutos 


colla lira... Henflz—a[ir+... 
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los criterios de D'Alembert y de Cauchy, obtenemos respectivamente las 
siguientes fórmulas para el radio de convergencia de la serie de potencias (3). 


Cr 
Cr+ 


4 
= ————== R = lim 
lim Y | Cn . TU» 00 
no 


Nou obstante, hay que emplearlos con mucha precaución, ya que, frecuen- 
temento, los límites que figuran en los segundos miembros de ostas fórmu- 
las no existen. Asi, por ejemplo, si un conjunto infinito de coeficientes 
c, Se anula (lo que, en particular, ocurre cuando la serio consta solamente 
de términos do potencias pares, o solamente de potencias impares de (z—a)), 
no se pueden emplear las fórmulas indicadas. Debido a esto, se recomicunda 
que: al determinar el intervalo de convergencia, se emplee el criterio 
de D'Alembert o el do Cauchy «directamente, como sv hizo más arriba al 
investigar la serie (2), sin recurrir a las fórmulas generales de determinación 
dol radio de convergencia. 
Si z=zx-piy es una variable compleja, para la serie de potencias 


coH cy (220) +2 [220 +... +en li —zp)? +... (4) 


((a= 4n + iba, 2p= 0 + iYo) existe un determinado círculo (círculo de conver- 
gencia) |z—zo| <HK con el centro en el punto z=2p. en cuyo interior la 
serie cs absolutamente convergento; cuando |z—zp¿|>RR, la serie es diver- 
q En los puntos situados en la misma circunferencia de esto circulo 
o convergencia, la serie (4) puede ser tanto convergente como divergonte. 
El círculo de convergencia so determina, generalmente, valiéndose de los 
criterios de D'Alombert o de Cauchy, aplicados a la serie 


Icol+la 11220 1+1021-12—20(P+.-.+)c0n]-lz—z08MP+.... 


cuyos términos son los módulos de los de la serie dada. Así, por ej., 
utilizando el criterio de D'Alembert es fácil observar de que el círculo de 
convergencia de la serie 


241, (402, (419 +19 
12 Ta Pa eo e 


está determinado por la desigualdad |z4-1|<<2 (basta repetir las operacio- 
nes quo se hicieron en la pág. 288 para determinar el intervalo de convoer- 
gencia de la serie (2), y sustituir = por z). El centro del círculo de conver- 
gencia está on el punto z=-—4, y el radio R de este círculo (radio de 
convergencia) 0s igual a 2. 

”. Convorgencia uniforme. la sorie de funciones (1) converge 
uniformemento en un intervalo determinado, si para cualquier £ >U 
se puede hallar uu /V tal, que no depende de zx, que cuando n2 > N, para 
todos los valores do zx del intervalo dado, se cumple la desigualdad 
| Ra (2) |< e, donde Ra (2) es el resto de la seric dada. 

Si [fall <en (n=1, 2, ...) para a<xx<b y la serie numérica 
a 2] 


Y, Cn es convergente, la serie de funciones (1) será absoluta y uniforme- 
n=1 
mente convergente en cl segmento [a, b] (criterio de Weierstrass). 
La serio de potencias (3) converge absoluta y uniformemente en cual- 
qa segmento situado dentro de su intervalo do convergencia. La serie 
o potencias (3) se puede derivar e integrar término a término dentro de su 
intervalo de convergencia (cuando | r—a|< AR), es decir, que si 


coto (1—a) Hor lea t+. en (2—a)r+...=1 (2), (5) 
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(6) 


entonces, para cualquier x del intervalo de convergencia de la serie (3) 


tenemos: 
a +2e(2—a)+-.. 4h tn (aa)... =f' (2), 
: : - : 
| cg dx + | e, (2 —4) d+ | colz—a?dr+... | Cn [1 —aMdx+...= 
xo xo x0 X0 
oo XxX 
ON (2 —a)r+l (5 —ajr+t ep 
E > E 7 f(x)dz  A(ñ 
0 


n==0 


(el número zy también pertenece al intervalo de convergencia de la serio (3)) 
Además, las series (6) y (7) tienen el mismo intervalo de convergencia que 


la serie (3). 
Hallar el campo de convergencia de las series: 
2510. Y G. 2518. Y 7: 

n=1 n=1 
2311. Y) (uh. 50 ama 
Y 1 n=1 
2512, y (AG 2520. S LAA 
n=1t no Ñ n=1 Ban 
E = sen (2n —1) z DE» a 2n41 
2513. 2 En 2521. 2 REA 
S 09m son E A a 
2514. > 2 sen 3; A 2522. o PENE 
n=0 n=l1 j 
COS »x oro! a n” 
2515**, y EU A 
nz ( ni Y 
2516. D) (—1)"H1e=n sen x, 2524, Y) (1*+-25) 
n=0 n=1 
2517. Y =>. 25D. Y e”. 
n=-1 


m1 
Hallar el intorvalo de convergencia de las siguientes series de 


potencias e investigar la convergencia en los extremos de dicho 
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intervalo: 


2526. 


2927. 


2532. 


25393. 


2534. 


2330. 


2536, 


2037. 


2039. 


E 


¿3 


00 
> q”. 


nu 0 


2n”-1 gan=1 
TA=3 E * 


n— 


SI (ria 
oa a 


neí 


(a+ 1J522n 
RA 


n=0 


Series 


Y) (—1)"(2n + 1)%2". 


n=( 


> 


n=1 


Zn 


ni 


2539. y) => 

ns Í 

y qu-1 
2540. > n-3P.lan 
2541. > qn! 

nel 


2542, > nlzn, 


n=1 
2543. > mm 
nl 
2544. y =>, 
n=1 
2545. Y (EZ 
n=1 
2546, Y) EZ 
n= 1 
2547. y PE 


DA — 22" 
2548. s (ly EA 
nad 
2549. y ERA. 
A | 
2550. > n” (14 3)”. 
a | 
255t. y EP. 


n=1 
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O (2-2) Q (24291 
2552.) ap - 2558, D) LEA. 
n==1 n= Í 


a A E 


) S 2 
2558. OM 
n1 n=1 
So nl(a43y" 5 Era) aa 

2554, Y) LEPE. 2560. ) ¿E 
n=1 n=1 
2561. ) (1 2)” 


O 44" 
2555, Z RATITO 
n= 


n=0 

al 3n — 2) (1 — 3y" 
2562. ) L- ar 
n=( 


a (1 — 3) 
2556 2 DT 
n+] (1— 2” S 4 yn (337 
2557. > We amero 2563, a 1) Va 
Determinar el círculo de idea 
2564. Ni 172”. 2566. y Lo. 
n==0 
2565. DN (Ltnipa". 2567. ye E 
n=0 n—=0 
2568. (1+ 20) +(1+21) (3+ 20) zp... 
co + (1422) (34 2i)...(22+1+2)2M4.. 


72 


« z 
2569. ++ am 
¿N 
TATIANA 


1-p2ni a 


2570. >] ( ra 
Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos- 


Nas 


2571. 
trar que la serie 
E o 


no converge uniformemente en el intervalo (—1, 1), pero es uni- 


H+xrt.,., 
formemente convergente en cualquier segmento situado dentro de él- 
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Solución. Utilizando la fórmula do 
métrica, para ]x|< 1 obtenemos 


Ra (1) =27+14-2n+2 os 


Tomemos el segmento (—1+a, 1—a), 


la suma do la progresión geo- 


¿n+l 


— e 
a 


l—z " 
dentro del intervalo (—t, 1) 


donde a es un número positivo tan pequeño como se desce. En este segmento 
iz <i—a y |1-z|>a y, por consiguionte, 
a)” +1 


4 — 

Ant. 

Para demostrar la convergencia uniforme de la serie dada en el segmento 

[—1+a0, 1— 0], hace falta probar que para cualquier £>0 se puede hallar 

un Y tal, que dependa exclusivamente de £, y que para cualquier n>N 

se verilique la desigualdad | R, (x)|<<e para todas las z del segmento 
examinado. 

, (1—a)r+1 

Tomando cualquier e£>>0, hacemos —— 


que <e; de donde 


(1 —a)”+1 < za, (+1) la (1 a) < ln (20), es decir, n+1 > A (ya que 

In (e0) 7% 
ln (1—a) < 0) yn > ma=a esta N= 
a —1, nos conyencemos de que, cfcctivamente, cuando n >, se 


verifica la desigualdad | Rn (x)| << e para todas las z del segmento [—t+a, 
í—a] y, por consiguiente, queda demostrada la convergencia uniforme de 
la serie dada en cualquier segmento situado dontro del (—1, 4). 
En lo que se rofiere a la totalidad del intervalo (—1, 1), éste contione 
puntos tan próximos como se desee al punto z=1, y como lim Ra (1) = 
=> 


¿n+1 


1. Tomando, de forma, 


== lim 

a» 1 loko 
para los quo R, (7) será mayor que cualquier otro número, tan grande como se 
deseo. Por consiguiente, es imposible elegir NY tal, que para n >. se 
verifique la desigualdad |R,(1)|]<e en todos los puntos del intervalo 
(—1, 1), lo que quiero decir, que la convergencia de esta serie en dicho 
intervalo (—1, 1) no es uniformo. 


2572. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, 
trar que: 


a) la serie 


=00, por grande que sea n, siempro se pueden hallar puntos zx 


demos 


q? 
A O 
n! 


z qe l 
TT EN 


converge uniformemente en cualquier intervalo finito; 
b) la serie 


zi 


q? 
+ 


qe ly 20 


tr 
1 A AE TS 


converge uniformemente en todo el intervalo de convergencia 


c) la serie 


converge uniformemente en el intervalo (1+4-9, 00), donde ÚÓ es un 


Series de funciones 


A 


número positivo cualquiera; 
d) la serie 


(11204 (429 + (PA (PZA ps 
es convergente, no sólo dentro del intervalo (—A1, 1), sino también 
en los extremos del mismo, pero la convergencia de la serio en el 


intervalo (—41, 4) no es uniforme. 


Demostrar la convergencia uniforme de las siguientes series de 


funciones en los intervalos que se indican: 


2573. NN en el segmento [— 41; 1). 


n= j 


s0 
2974. > en todo el eje numérico. 


n=] 
4 eS A] ze 
2575. 2 (—4) E 


Valiéndose de la derivación e integración término a término, 


en el segmento [0, 4]. 


hallar las sumas de las series: 


2576. 
2577. 
2578. 


2979. 


2900. 
2381. 


3 3 
FG + 

zx? z3 
ie ES 
+ 

z3 q 
ES 
14204 3x28w8... 
1 — 3224 501 — 


ga 
o 


e 0 da E 


y2n—1 
Pana ec: 


2n-1 


e 
+in+1)i "+... 


co (MP (n— 1) at... 
2582. 1-24+2.324-3-42024 ...pn(n4 1) 14... 


Hallar las sumas de las series: 


4 1 2 3 rn i 
2983. PAL a ... e A ... 


2584. 


9 
E 


> Va E =3 0 e... 
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; 1 ¡ 1 (—1yn-L 
0. dr aa te 


1 3 5 2n—1 


$ 3, Serle de Taylor 


A, Desarrollo de una función on sorio de potencias. 
Si una función f(x) admite un desarrollo en serie de potencias do z—a en 
un entorno |[z—a|< R del punto, a, esta serie (serie de Taylor) tendrá la 
forma: 

f" (a) 


19=10+1 0) (10—04+E0 (at O aa 1) 


Cuando a=0, la serie de Taylor recibe también el nombre de serie de Ma- 
claurin. La igualdad (1) es cierta, si para |z—a|< R el término complemen- 
tario de la fórmula de Taylor 


Za 
Ralo=1(9-[109+ 3) EL ax] =0 


h=1 


cuando n —> oo. 
Para acotar el resto de la seríe se puede emplear la fórmula 


(2—ayn+l 
(a +1)1 
(forma de e 
Ejemplo 4. Desarrollar la función f(z)=ch zx on serie de potencias 


Ba (2)= feb (a 4-0 (2—a)], donde 0<8<1 (2) 


do z. 

Solación. Hallamos las derivadas de la función dada f(z)=ch z, 
f'(1)=shx, f” (2) =ch z, f” (2) =shx, ...; en general, ¡(7 (x)=ch z, si n es 
T, y [(MM(2)=sh z, si n es impar. Poniendo «=0, obtenemos: f(0)=1, 
F' (0)=0, f”(0)=1, f”(0)=0 ...; on general, (M(0)=1, si n es par, y 
fm) (0)=0, si n es impar. De donde, basándonos en (1), tenemos: 


z) 


Tr 
dl A At (3) 
Para determinar el intervalo de convergencia de la serie (3) empleamos el 
Criterio de D'Alembert. Tenemos: 
. q2n+2 q2n q? 
o AF Tar PDD 
para cualquier x. Por consiguiente, la serie es convergente en el intervalo 


CUA El resto de la serie, de acuerdo con la fórmula (2), tiene la 
orma 


qa+l 

Ra (1) = FM ch Ox, si n es impar, y 
¿n+1 : 

Ra EE 01] sh Ox, si res par. 


Como 0 >8 >> 1, tendremos 


Ox —Qx 
A el, [sh 8z]= 


le 


2 


¡ch 0x|= o 
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Jj 
por lo cual [BR (2)|< em 


a+ 4)! 
| = |" 


mes convergente para cualquier z (lo que es fácil de comprobar valién- 


La serie cuyo término general es 


dose del criterio de D'Alembert), por lo que, de acuerdo con el criterio 
necesario de convergencia 


n+1 
lim Po 
a+ (+1) 
y, por consiguiente, lim R, (z)=0 cualquiera que sea x. Esto significa, que 
n-»+00 
la suma de la serie (3), para cualquier x=, es efectivamente igual a chz. 
2. Procedimientos que se emplean al desarrollar en 


sorie de potencias. 
Valiéndose de los desarrollos fundamentales 


9 n 
A A 
3 5 2n+1 
11. sn —3r+ FAO (0 <z<o0), 


AA E A TS 
e 2) 4] . .. (21)! ... 1 


Iv. 14m a He, 
A A o (l1<i<0", 


A A IN 


y de la fórmula de la suma de la progresión geométrica se puede, on muchos 
casos, Obtener fácilmente el desarrollo de una función dada en serie de 
potencias, sin que haya necesidad do investigar el resto de la serie. A veces, 
al hacer el desarrollo, es conveniente utilizar la dorivación o integración 
término a término. Cuando se trate de desarrollar on serie de potencias fun- 
a racionales, se recomienda desarrollar dichas funciones en fracciones 
simples. 

Ejemplo 2. Desarrollar en serie de potencias de z**) la fanción 


3 
NO= AZAR 


Solución. Desarrollando la función en fracciones simples, tendremos: 
1 2 
AR era ET 


*) En los extremos del intervalo de convorgencia (es decir, cuando 
z=-—41 y z=1) el desarrollo IV se comporta de la siguiente manera: si 
m'>0, converge absolutamente en ambos extremos; si 0 >m >-—1, diverge 
cuando r= —1 y converge condicionalmente cuando =1; si m <—A, diverge 
en ambos extremos. 

**) Aquí, lo mismo que en lo sucesivo, se sobreentionde «potencias 
enteras y positivas». 
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Como 
4 00 
> =1+i14 1284... > rr (4) 
n=0 
y 
rt... S (439 202, (5) 
nun () 
en definitiva tenemos, 
La] 00 00 
233= Y) 442 Y) (12P2= Y [14+(—1)? 27+1] am, (6) 
n—(0 n=10 n=0 


Las progresiones geométricas (4) y (5) son convergentes respectivamente 
cuando [z|<4 y | |< 335 Por consiguiente, la fórmula (6) os cierta 


cuando [2 [<= es decir, cuando << >. 

3%. Serie de Taylor para sea: do dos variables. 
El dosarrollo de una función de dos variables f(x, y) cn la serte de Taylor. 
en un entorno del e (e; b), tiene la forma 


ja y=1(a, + y | 0) 37 |] a, 0) +3 T [ (a) a+ 


+09 3, ] 1 944 [ (00400 3, "100,94... (M 


Si a=b=0, la serie de Taylor se llama también [serie de Maclaurin. En 
este caso, se usan las siguientos notaciones: 


[0 +07] 10 92 2D] a] yo: 
0 ve=b 
[c-9 +09] 109 HER] a 
AA 
y=b y=b 


lvl desarrollo de la serie (7) tiene lugar, si el rosto de la serie 


Rate N=1H2 0+4Ha, 674 24 F[e-02+0-97]' 10,59) 0 
cuando n —>co. El resto de > serie puede representarse en la forma 


4 7) 2 1n+1 
Ral =p | 60) +00) 3 ] ee” 
y=b4+0(y=—b) 


donde 90<8< 1. 
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Desarrollar cn serie de potencias enteras y positivas de zx las 
funciones que se indican a continuación, hallar los intervalos de 
convergencia de las series obtenidas e investigar el comportamiento 
de los restos de las mismas: 


2587. a* (a >0). 2589. cos (1+a). 
> 2590. sen! z, 
2588. sen (1 +=) 259*. In(2+2). 


Utilizando los desarrollos fundamentales 1I—V y la progresión 
geométrica, escribir el desarrollo en serie de potencias de zx, de las 
siguientes funciones e indicar los intervalos de convergencia de 
ellas: 

2592 21—3 2398. cos? z. 


ESE 2599. sen 3x +/- cos 3z. 
JT 
2098 PS" 2600. Ez 
=( -9X 
a: 2601. —L—., 
2595. e”. Vá—2 
Ñ l+z 

2596. sk z. 2602. ln - 
2397. cos 2z. 2603. ln (1 +x—223). 


Aplicando la derivación, desarrollar en serie de potencias de z, 
las siguientes funciones e indicar los intervalos en *que dichos 
desarrollos tienen lugar: 

2604. (1+10 1n (142). 2606. arcsen z. - 


2605. arctg z. 2607. In(z+V1+>. 


Valiéndose de diferentes procedimientos, desarrollar en serie de 
potencias de x, las funciones que se dan a continuación e indicar 
los intervalos en que dichos desarrollos tienen lugar: 


2608. sen? x cos? r. o 
2609. (1+2) e”. 2616, | BZ dz, 
2610. (1+e*). 

2611. Y 8=z. 2617. 


a—3ic+1 
2612. AE FÓ 


2613. ch z. 


Pr) 


enxida, 


T 


2618. 


3 


1 
2614. ] 
4—zi 2619. 
2615. 1n (122 3x +2). 


e"? <a SU "dy o 


pS 
a 
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Escribir los tres primeros términos diferentes de cero, de los 
desarrollos en serie de potencias de xr de las siguientes funciones: 


2620. tg z. 2623. sec z. 
2621. th z. 2624. Incos z. 
2622, et0sx, 2625. e* sen z. 


2626*. Demostrar, que para calcular la longitud de la elipse se 
puede utilizar la fórmula aproximada 


s =2ma (1) A 


donde e es la excentricidad y 2a el eje mayor de la elipse. 
2627. Un hilo pesado suspendido por sus extremos forma, por 


su propio peso, la catenaria y=ach= , Siendo EAN donde If es 


la tensión horizontal del hilo y q el peso de una unidad de 
longitud del mismo. Demostrar, que para valores pequeños de z, 
puede admitirse, con aproximación hasta una cantidad del orden 


de xr, que el hilo cuelga formando la parábola y=a + j 


2628. Desarrollar la función 23%--2124—5r—2 en serie de 
potencias de +4. 

2629. f (1) =5x*—42?—314+2. Desarrollar f(x+A) en serie de 
potencias de h. 

2630. Desarrollar Inx en serie de potencias de z—4. 


2631. Desarrollar = en serie de potencias de z—A, 
2632. Desarrollar - en serie de potencias de x+1. 
L 


2633. Desarrollar mer en serie de potencias de z+4. 
1 j , 

2634. Desarrollar af r7 en serie de potencias de +2. 

2635. Desarrollar e* en serie de potencias de 4-2. 


2636. Desarrollar Y x en serie de potencias de z— 4. 


e ». il 
2637. Desarrollar cos z en serie de potencias de z—-=>. 


4 a ¿ . $T 
2638. Desarrollar cos?x en serie de potencias de == 


2639*. Desarrollar lnx en serie de potencias de _ : 


2640. Desarrollar —; en serie de potencias de ——* 
Vi+zx l+z 


2641. ¿Qué error se comete si se supone que aproximadamente 
e > 


e == 2 arto 
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2642. ¿Con qué exactitud se calculará el número .. si se em- 
plea la serie 


q5 


HA 
5) 


E 
arctgr=x— + 


tomando la suma de sus cinco primeros lérminos con x= 1? 


2643*, Calcular el número + con exactitud hasta 0,001, valién- 


dose del desarrollo cn serie de potencias de x=, de la función 
arcsen z (véase el ejemplo 2606). 
2644. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 


72 
cos 7-1 — 37 5 


para calcular el cos 48% con exactitud hasta 0,001? 
2645. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 
qa 
seni=I—==3p +... : 


para calcular el sen 15” con exactitud hasta 0,0001? 
2646. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 


el 2 
“E 


para hallar el número e con exactitud hasta 0,0001? 
2647, ¿Cuántos tórminos hay que tomar de la serie 


In (14+2)=2-F+... ; 


para calcular cl ln 2 con exactitud hasta 0,01 y hasta 0,001? 
2648. Calcular y 7 con exactitud hasta 0,01, por medio del 
desarrollo de la función y81z en serie de potencias de x. 
2649. Aclarar la procedencia de la fórmula aproximada 
Va+xz a+ 37 (a >0), calcular con ella 1/23, lomando «=5, 
y valorar el error cometido. 


2650, Calcular 19 con exactitud hasta 0,001. 
2651. ¿Para qué valores de z la fórmula aproximada 


q 


da un error no mayor de 0,01; 0,001 y 0,0001? 
2652, ¿Para qué valores de x la fórmula aproximada 


sen TT TL 
221016 
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da un error no mayor de 0,01 y 0,001? 
1/2 


2633. Calcular A == dz con exactitud hasta 0,0001. 
Ú 


2654. Calcular | e-*3 dx con exactitud hasta 0,0001. 


—_ PO 


1 
2655. Calcular | Y cosTdx con exactitud hasta 0,001. 


v 


0 
A 1 
2656. Calcular | <n2 de con exactitud hasta 0,001. 
0 
/ 


4 
26597. Calcular | V 1 +x3dx con exactitud hasta 0,0001. 


, /0 
2658. Calcular | V xe* dx con exactitud hasta 0,001. 
0 


2659. Desarrollar en serie de potencias de zx e y la función 
cos (z—y), hallar el campo de convergencia de la serie obtenida 
y analizar el resto de la misma. 

Escribir el desarrollo en serie de potencias de x e y de las 
siguientes funciones e indicar sus campos de convergencia: 


2660. sen x -sen y. 2663*. 1n (1 —x—y-+ y). 
2661. sen (1? + y?). 2664*. arctg E : 


PA a 

2662*, y 

2665. f (z, ad 2bxy + cy? Desarrollar f(z+h,y>3>k) en 
serie de potencias de h y k. 

2666. f (1, y)=2—2y?+4+3zy. Hallar el incremento de esta 
función al pasar de los valores r=1,y=2, a los valores r=4 +h, 
y=2-k. 

2667. Desarrollar la función e**Y en serie de potencias de 
r—2e 

2668. Desarrollar la función sen (1+y) en serie de potencias 


de ze y—+. 
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Escribir los tres o cuatro primeros términos del desarrollo en 
serie de potencias de x e y de las siguientes funciones: 


2669. e*cos y. 
2670. (1 +:2x)14*, 


$ 4, Serles de Fourler 


1. Teorema de Dirichlot. Se dice que una función f (-) satis- 
face a las condiciones de Dirichlet en un intervalo (a, 5), si en este inter- 
valo la función 

1) está uniformemento acotada, es decir, [f(2)] <M para a<zx<b, 
donde M es una constante; 

2) no tiene más que un número finito de puntos de discontinuidad 
y todos ellos de 14 especie (es decir, que en cada punto de discontinuidad 
E la función f(x) tione un límite finito a la izquierda f (E +0) = lim f (E —e) 


y un límite finito a la derecha f(6+0)= lim f (E+2) (e > 0)); 
e> 


3) no tiene más que un número finito de puntos de extremos estrictos. 

El teorema de Dirichiet afirma, quo toda función q que satisfaga en 
cl intervalo (—x, x) las condiciones de Dirichlet en cualquier punto zx de 
este intervalo, en que f(x) sta continua, ésta so puede desarrollar en serie 
trigonométrica de Fourier: 


f(2)=%L 4 a, cos -+b, sen 2-4-a2 Cos 2x + bo sen 22-+... 
9 2 2 


e. 2, COS nz b,) son n+..., (1) 
en que los coeficientes de Fourter an y bn so calculan por las fórmulas 


| f (x)c0s nxdr(nmm0, 1, 2,...); 
—A 


T 


4 a 
da=> | f (2) son nzdzr(n=1, 2,...). 
—1 


Si x es un punto do discontinuidad de la función f(x) pertoncciento al 
intervalo (—x1, xx), la suma de la serie de Fourier S(x) será igual a la 
media aritmética de los límites a la izquierda y a la derecha de la fun- 
ción: 
4 
S(3=>[1(2-0)+1(2+0)]. 
En los extremos del intervalo z=—x y z=11 


S(—2)=8 (== 14047 (00). 


2. Series incompletas de Fourier. Si la función f(x) es 
par (os decir, si f(—=)=f(x)), entonces, en la fórmula (1) 
ba=0(n=1, 2, se) 


22* 
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PU 


“T 
2 > 
da | f(x) cos nedzx(:=0, 1, 2,...). 
0 


Si la función f(x) es i ' Ci ii =— : 
St ln función £(2) es impar (es decit, si /(—2)==—f(2, entoness, 


20 
bpa= EN | (2) sen nz dx (n=1, 2,...). 


Una función, dada en el intervalo (U, 1), se puedo prolongar, a voluntad, 
en el intervalo (—a, 0) como par o como impar; por consiguiente, puede 
desarrollarse on 61 intervalo (0, 31), en serios incompletas de Fourier, como 
se dosce, en serie de senos o de cosenos de arcos múltiples. 

3. Serios de Fourier de período 2 Si una función f(x) 
satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo (—?,!) de longitud 
21, para los puntos de continuidad do la función, pertenecientes a cste 
intervalo, so verificará el desarrollo 


a TL Pa ¿ 
1 (1) =-+a,c05 + by son —4-bc08 E 4d sen e 
. - - Ep COS — 4. by, SEN o HE oa 


donde 


Í 
=> l f (x) Cos = di (n=0, 1, 2, a | 
! (2) 


NIT 


7 dx (mn=1, 2, AN E 


! 
—! 
En dos puntos de discontinuidad de la función f(x) y en los extremos del 
intervalo =>+l, la suma de la serie de Fourier se determina análoga- 
monte a como se hace cuando se desarrolla en cl intervalo (—n, 5). 

En el caso de que la función f(x) se desarrolle en serio de Fourier cn 
un intervalo arbitrario (a, a+21) do longitud 21, los límites de integración 
en las fórmulas (2) debe sustituirse, respectivamento, por 4 y a+ 21, 

Dosarrollar en series de Fourier, en el intervalo (—x, 1), las 
funcionos que se indican a continuación, determinar la suma de 
las serios en los puntos de discontinuidad y en los extremos del 
intervalo (1=—a, z=1x1), construir la gráfica de la propia fun- 
ción y de la suma de la serie correspondiente (dentro y fuera del 
intervalo (—x, 1)): 


cy para —n<zI<0, 


26. 19 le A 
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Examinar el caso particular en que c¿> —1, t¿=1. 
az para —a<y<O, 


bil. f(1)= bre  » DIH. 
Examinar los casos particulares: a) a=b=1; b)a=-—1, b=141; 
c)a=0, b=1; d) a=-1. b=0. 
2673. f(x) =x?. 2676. f(x) =cus az. 
2674. f(x) =e**. 2677. f (1) =sh ar. 
2675. f (1) =sen az. 2678. f(x) =chaz. 
2679. Desarrollar en serie de Fourier la función f(r)= — ] 


en el intervalo (0, 27). 
2680. Desarrollar la función f mz. en el intervalo (0, 3), 


en serio de senos de arcos múltiples. Empléese el dosarrollo 
obtenido para la suma de las series numóricas siguientes: 
IS 1. 4. 4,4, ,4 

a) l= +3 FA )) ed  TURIR T E 
A 
7 11 ' 13 

Desarrollar en series incompletas de Fourier, en el intervalo 
(0, 1), Jas funciones que se indican a continuación: a) en sories 
de senos de arcos múltiples, L) en series de cosenos de arcos múl- 
tiples. Dibujar las gráficas de las funciones y las gráficas de las 
sumas de Jas correspondientes series en sus campos do existencia. 

2681. / (1) =x. Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
la suma de la serie 


1 
e) i=>+ 


A+. 


2682. f (1) =x*, Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
las sumas de las series numéricas: 


1 1 1 1 
2683. (1 =e"", 
|! para Ó<I<-W5, 


2684. / (1) = a 
[ 0 para FECTA, 
E para O<ISE, 
2685. f (1) = 


T—E para F<r< T. 
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Desarrollar, on el intervalo (0, 31) en serie de senos de arcos 
múltiples, las siguientos funciones: 


T para ELSA 
2686. f(x) = a 
O para EIA. 


2687, f (1) =21 (1—-2). 

2688, f(x) =sen y - 

Desarrollar, en el intervalo (0, 1) en serie de cosenos de arcos 
múltiples, las funciones: 
4 para O<x<). 


std 1()=| O para h<xI<m. 


PEA 0<x<2h. 
2690. 10 | 3h para LIS 


0 para 2A4<1<NM. 
2691. f (1) = sen z. 


TÚ 
cosz para Ú IIS > 


2692. f (1) = e 
—(C0S Y para y XT NM. 

2693. Valiéndose del desarrollo de las funciones x y z* en el 

intervalo (0, 10), en serie de cosenos de arcos múltiples (véanse 


los N% 2681, 2682), demostrar la igualdad 


S A a (O<r<m). 


n=] 
2694**. Demostrar, que si la función f(x) es par y al mismo 
tiempo += 1-2). su serie de Tourier en el 


intervalo (—+3t, 1) representa de por sí el desarrollo en serie de 
cosenos de arcos múltiples impares, mientras que si la función f (x) 


es impar y ¡(E+z)]=1($-2). se desarrolla en el inter- 


valo (—x, xx) en serie de senos de arcos múltiples impares. 
Desarrollar las siguientes funciones en series de Fourier, en 
los intervalos que se indican: 


2695. f(1)=]| 1] (-1<z<l). 
2696. f(1)=2% (U<<1). 
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2697. f(2)=e* (—I<x<1!) 
2698. f(1)=10—x (5<z< 15). 


Desarrollar, en series incompletas de Fourier en los intervalos 
que se indican: a) en serie de senos de arcos múltiples, y b) en 
serie de cosenos do arcos múltiples, las siguientes funciones: 


2699. f(1)=1 (0<<IÍ). 
2700, f(x)=x (0<zx<!l). 
2701. f(1)=2? (0<r<2n). 
x para U<zx<1Í, 
Ai Ho) =| 2—zx para 1Í<x<d. 
2703. Desarrollar la función siguiente ou serie de cosenos de 
is y 3 
arcos múltiples, en el intervalo (+. 3) : 


3 
1) 1 para y <T<L, 
IX para 2<1<3. 


Capitulo IX 
ECUACIONES DIFERENCIALES 


S 1% Verlficacion de las soluclones. Formacion de las ecuaciones 
diferenciales de familias de curvas. Condiciones Intelales, 


1. Conceptos fundamentales. La ecuación de la forma 
PY Y, y) =0, (1) 
dondo y=y (x) es la función que se busca, se llama ecuación diferencial de 
erden n-simo, Cualquier función y=0(x) que transformo la ecuación (1) en 
identidad, recibe el nombre de solución de esta ecuación, y la gráfica de 
dicha función se llama curva integral. Si la solución se da en forma implícita, 
1D (x, y)==0, generalmente, recita ol nombre de integral. 
Ejemplo 41. Probar, que la función y = sen x es solución do la ecuación 
y” +y=0. 
Solución. Tenemos: 
y =C082, y" = —sen z. 
y, por consiguicnto, 
y" +y= —sen x-pbson z=0, 
La integral 
D(x, Y, Ciro) Cr) =0 (2) 


de la ccuación diforoncial (1), que contiene » constantes arbitrarias indepen- 
dientes Cy, ..., Cp y que es equivalente (en el campo dado) a la ecuación (1), 
se Hama integral general de esta ecuación (en ol campo correspondiente). 
Dando valores determinados a las constantes Cy, ..., Cn en la relación (2), 
se obtiene una integral particular de la ecuación (1). 

Reciprocamente, teniendo una familia de curvas (2) y excluyendo los 
parámetros €,, ..., Cn del sistema de ecuaciones 


dd na dr 
(D = 0), a A ¿xn = (), 


se obtione, cn general, una ecuación diferencial do la forma (1), cuya integral, 
en el campo correspondiento, es la rolación (2). 
Ejemplo 2. Hallar ta ecuación diferencial de la familia de parábolas 
y =Cy (1 —Cy)*. (3) 
Solución. Derivando dos veces la expresión (3), tendremos: 
y! =2C, (1 — C2) e y” =2C,. (4) 
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Excluyendo de las ecuaciones (3) y (4) los parámetros C, y Ca, hallamos la 
ecuación diferencial que buscábamos 


2yy" =y*?. 
Es fácil comprobar que la función (3) transforma «sta ecuación en identidad. 


2% Condiciones iniciales. Si para la solución particular 
y=y(x) de la ecuación diferencial 


ymu=j (z, Y, y, ...py yA) (5) 

se dan las condiciones iniciales (problema de Cauchy) 
y (20) =Y0, Y (29) =Vó» Y TD (a) =y 079 
y se conoce la solución general de la ecuación (5) 
y=0Y (2, Cy, .-.., Cn), 

las constantes arbitrarias Cy, ..., C, se determinan, si ello es posible, deX 
sistema de ccuaciones 

Yo=P (Lor Cy E Cr), 

yo=p (Zo, Cr, ...) Cn), 


ya=0 = eb (o, CiasCad 
Ejomplo 3. Ilallar la curva de lu familía 
y =C,e* 4 Cy, (6) 
que tiene y (0) =1 o y” (0) = —2. 
Solución. Tonemos: 
y! =C¡e*—2C¿0-2%, (7) 
Poniendo z=0, on las fórmulas (6) y (7), tenemos: 
1=(C,-FCa, —=2=C,—2Co, 
de donde 
E¡=0, C>=1 
y, por consiguiente, 
y=e*, 


Averiguar, si son soluciones de las ccuaciunes diferenciales que 
so dan, las funciones que se indican: 


2704. xy' =2y, y=x?. 
2705. y =x2* + y, y==. 


2706. (1 y) dr+xdy=0, ya EE. 


2707. y +y=0, y=3senz—4cosz. 


2 
2708. a Luar=0, x=C, cos mt + C, sen ot. 
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2709. y—2y +y=0; a) y=xe", b) y=x<?e”. 
2110. y — (Ay +0) y +4 y =0, 
y =C,em% + Caedaz, 


Demostrar, que las relaciones que se indican son integrales de 
las ecuaciones diferenciales que se dan: 


2711. (1-2 y =2r—y  2—2y + y?=C?, 
2712. (r—y=1)y4 =14, y=x-+Ce?, 
2113. (1y—2)y4 +1y*+yy —2y' =0, y=In (xy). 


Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de curvas 
que se dan (C, C,, Ez, Cy son constantes arbitrarias); 


2714. y=Cx. 9794. lema 

2715. y=Cy?. y 

2716. y?=2Cx. (a es un parámetro). 
27. 4 y=C?, 2122. (y —yo)* = 2pz 

2718. y=Cé. (Yo, P son parámetros). 
2719. 13=C(2?— y?). 2723. y=C,e** +Coe”*. 


2724. y =C,cos 22 -)- Cy sen 2x. 
2725. y = (C, -|- C,x) e* + Ca. 


2/26. Formar la ecuación diferencial de todas las rectas del 
plano XOY. 


2/27. Formar la ecuación diferencial de todas las parábolas 
con eje vertical en el plano XOY. 

2728. Formar la ecuación diferencial de todas las circunferen- 
cias en el plano XOY. 

Hallar, para las familias de curvas que se dan, las líneas (ue 
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican: 


2729. ay =C, y (0) =5. 
2730. y =(C,--C22)e%, y(0)=0, y (0)=1. 
2731. y=C,sen(z—C), y(n=1, y (a)=0. 
2132, y =C, e * + Caer + Cjge””; 

y(0)=0, y'(0)=1, y(0)= —é. 


e 
os 


2720. 92 =2+ Co 


$ 2, Ecuaclones diferenciales de 1% orden 


17. Formas de ecuaciones diferonciales do 1% orden. 
La ecuación diferencial de 1%” ordon con una función y incógnita resuelta con 
crelfición a la derivada y”, tiene la forma 


y =f (2, y), (1) 


Ecuaciones diferenciales de 1% orden 347 


dondo f(z, y), es una función dada. En algunos casos, os conveniente congi- 
derar como función incógnita la variable x y escribir la ecuación (1) en la 


forma 
1"=g (x, y), (1) 
donde gíz, TEE : A 
Teniendo en cuenta quo y => y xl ay" las ecuaciones diferenciales 
(1) y (1') se pueden escribir en forma simétrica 
P (zx, y) d14-0 (1, y) dy=0, (2) 


donde P (xr, y) y Q de y) son funciones conocidas. 

Por solución de la ecuación (2) se entiendo la función de la forma 
y=0 (2) o z=+p (y), que satisface a esta ecuación. La integral general de las 
ecuaciones (1) y (1), o de la ecuación (2), tione la forma 


D (z, y, C) =0, 


donde € es una constante arbitraria. 
2. Campo de direcciones. El conjunto de direcciones 


tg a=f (2, y) 
se llama campo de direcciones de la ocuación diferencial (ft) y se representa 
ena ente por medio de un sistema de rayitas o de flechas con un ángulo 
e inclinación «. 

Las curvas f(x, y)=%, on cuyos puntos la inclinación del campo tiene 
un valor constante %, se llaman ¿soclinas. Construyendo las isoclinas y el 
campo de direcciones, en los casos más simples se puede dibujar aproxi- 
madamente el campo de las curvas integrales, considerándose estas últimas 
como curvas, que en cada uno de sus puntos tienen la dirección dada del 
campo. 

Ejemplo 4d. Construir, por el método de las isoclínas, el campo 
de las curvas integrales de la ecuación 


y mz, 
Solución. Construyendo las isoclinas -=% (líneas rectas) y ol campo 


de direcciones, obtenemos aproximadamente el campo de las curvas integrales 
(fig. 105). La solución general es la familia do parábolas 


Construir, por el método de las isoclinas, el campo aproximado de las 
o integrales para las ecuaciones dilerenciales que se indican a conti- 
nuación: 


2733. y =-—zx. 
2734. y = =>: 
2735. y =1 +y. 


2736. y =2YL., 
z—Y 
213917. y =13*+y?. 
3”. Teorema de Cauchy. Si una función f(z, y) es continua en 
un recinto determinado U fa<zx<A, b<y<Bj y tiene en este recinto 
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derivada acotada f; (<, y), entonces, por cada punto (zo, yo) de Y, pasa una, 
y sólo una, curva integral y=0 (21) de la ecuación (1) (mp (20) =Yo)- 
Y 


ANAARA YAA 


4%. Método do Jas quebradas do Euloar. Para la construc- 
ción aproximada de la curva integral de la ecuación (1), quo pasa por un 
punto dado Ma (Zo, Yo), esta curva se sustituye por una línea quebrada con 
vértices en M; (2;, y;), donde 


ER EL HÁZ Yi Yi HAY), 
Az¡=hA (paso del proceso). 
Ayi==Af (zi, Yi) (=0U, 1, 2, ...) 
Ejemplo 2. Por ci método de Euler, hallar, para la ecuación 


Y 
pe 


de 


y 


y (1). si y (0)=1 (A =0, 1). 
Construimos la tabla siguiente: 


O 0 1 0 

1 0,1 1 0,005 
2 0,2 4,005 0,010 
3 0,3 1,015 0,015 
4 0,4 1,030 0,021 
5 0,5 1,051 0,026 
6 0,6 1,077 0,032 
7 0,7 1,109 0,039 
8 0,8 1,148 0,046 
9 0,9 1,194 0,054 
10 1,0 1,248 
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De esta forma, y (1) =1,248. Para comparar, damos el valor 
exacto de y (1) =e 4 = 1,284. 

Por el método de KEuler, hallar las soluciones particulares 
de las ecuaciones diferenciales que se dan a continuación para los 
valores de x que se indican: 

2738. y =y, y(0)=1; hallar y(1)(4+=0, 1). 

2739. y =x+y, y(1) =1; hallar y (2) (2 =0, 1). 


2740. == y (0) 2; hallar y (1)(4=0, 1). 


2741. y=y-E, y (0)=1; hallar y(1)(h=0, 2). 


$ 3, Ecuaciones diferenciales de 1% orden con varlables separables, 
Trayectorlas ortogonales 


1% Ecuaciones diferenciales de 1% orden con varia- 
bles separables. Se llaman cenaciones con variables separables, las 
ecuaciones diferenciales de 18" orden de la forma 


y =f (2) g (Y) (1) 
o bien, 

X (2) Y (y) d2 7 X, (2) Y, (y) dy =0. (1) 
Dividiendo ambos miembros de la ccuación (1) por £ (y) y multiplicando 
por dr, tendremos Y f(x) dz. De donde, integrando, obtenemos la inte- 

gral general de la ecuación (1) en la forma 
Vago| marte. (2) 
Análogamonte, dividiendo los dos miembros dae la ecuación (1”) por 
X; (5) Y (y) e integrando, se obticne Ja integral general de la ccuación (1?) 


en la forma 
Xx (z) Y; (y) . 
Mao: 2+1 Y Y (2) 


Si para un valor determinado de y =Yp, tenemos «qne g (y) =0, la función 
y=Yp9 también es solución de la ecuación (1), como es fácil convencerse 
directamente. Análogamente, lus rectas z==a e y =b serán curvas integrales 
de la ecuación (1), si a y 9 son de por sí raices de las ecuaciones X, fe) =0 
o Y (y) =0, por cuyos primeros miembros se dividió la ccuación inicial. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


y 
Mz a 2 
y pa (6) 


En particular, ballar la solución que satisfaco a la condición inicial: 
y (1)=2, 
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Solución. La ecuación (3) se puede escribir de la forma 


De donde, separando las variables, tendremos: 


dy _ dz 
y) zx 


y, por consiguiente, 
Infy|=—In|z[+1n €,, 


donde la constante arbitraria ln C, está tomada en forma logarítmica. Des- 
pués de potenciar, se obtiene la solución general 


C 


donde C=z+ Ej. 

Al dividir por y podrfamos perder la solución y=0, pero esta última 
está contonida en la fórmula (4) para C=0. 

Utilizando la condición inicial dada, obtenemos que C=2, y, por con- 
siguiente, la solución particular buscada es 


T 


2%. Algunas ocuaciones diferenciales que pueden 
reducirse a ecuaciones con las variables separables. 
Las ecuaciones diferenciales de la forma 


y=f(ar+by+e) (60) 


so reducen a ecuaciones de la forma (1) por medio de la sustitución 
u==0x+by+ec, donde u es la nueva función que se busca. 

3%. Trayectorias ortogonales son curvas que cortan las líneas 
de la familia dada D (zx, y, a)=0 (a es un parámetro) formando ángulo recto. 
Si Fíz, y, y')=0 es la ecuación diferencial de la familia, 


5(s1 5)<0 
es la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales. 
Ejemplo 2. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de elipsos 
22 + 22 mu 02, (5) 


Solución. Derivando ambas partes de la ecuación (5), hallamos la 
ecuación diferencial de la familia 


z+2yy* =0. 


De donde, sustituyendo y” por — obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias ortogonales 


e: o bien y Y : 
y z 


Integrando, tendremos que y==Cz* (familia de parábolas) (fig. 106). 
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4%. Formación de Jagecuaciones diferencialos. Al for- 
mar la ecuación diferencial en los problemas geométricos, se puede femplear 
con frecuencia el sentido geométrico de la derivada, como tangente.'del 
ángulo que forma la recta tangente a la curva con la dirección positiva 
del eje OX; esto permite, en muchos casos, doterminar inmediatamente la 
relación entre la ordenada y de la curva que se busca, y su abscisa x e y”, 
es decir, obtener la ecuación diferencial. En otros casos (véanso los pro- 
blemas N0s 2783, 2890, 2895), se utiliza el sentido geométrico de la integral 
definida, como área de un trapecio mixtilíneo o longitud de un arco. En este 


Fig. 106 


caso, directamente de las condiciones del problema, se obtiene una ecuación 
integral simple (puesto que la función que se busca se encuentra de el 


signo integral), pero quo derivando sus dos miembros, se puede con. facilidad 
transformar on ecuación diferencial. 


Ejemplo 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la 
que la longitud del segmento de cualquiera de sus tangentes, comprendido 
entre los ejes de coordenadas, esté dividido en el punto de contacto en dos 
partes iguales. 

Solución. Sea M (zx, y) el punto medio de fa tangente 4B, que según 
las condiciones es, a la vez, el punto de contacto (los puntos A y B son 
los puntos do intersección de la tangente con los ejey OY y OX). De acuerdo 
con las condiciones, OA=2y y OB=2x. El cocficiento angular de la tangente 
a la. curva en el punto M (z, y) os igual a 


Esta os la ecuación diferencial de la curva que se buscaba. Haciendo una 
transformación, tenemos: 


y, por consiguiente, 
loz+Iny=lnC, o sea, zy =C. 


352 Ecuaciones diferenciales 


Utilizando la condición inicial, determinamos que C=3.2=6. Es decir, 
la curva que se buscaba es la hipérbola xy ==6. 


Resolver las ecuaciones diferenciales: 

2742. tg z sen? y dí +cos* x ctg y dy =0. 

2143. xy — y =y?. 

2744. xyy =1—«, 

2745. y—zxy' —a(1 +2?y'). 

2746. 3e* tg y d+ (1— e*) sec? y dy =0. 

2747. y tgr=y. 

Hallar las soluciones particulares de las siguientes ecuaciones, 
que salisfacen a las condiciones iniciales que se indican: 

2748. (14-€9)-y-y =e*; y=1 para x=0, 

2749. (2y2 +2) dx (2?y—y)dy=0;.y=1 para z=0. 

2750. y senx=ylny;, y==1 para r= 5 ' 

ResoJver las siguientes ecuaciones diferenciales valiéndose del 
cambio de variables: 


2191. y =(2+ y)?. 

2752. y (81 + 2y + 1). 

2753. (23 4-3y— 1) du + (4x + 6y — 5) dy = 0. 

2754. (22— y) dx 4-(4x—2y + 3) dy =0. 

En los N% 2755 y 2756 pasar a las coordenadas polares: 


2755. y Vi 

2756. (132 + y?) dr — ay dy =0. 

2737*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente 
cuya longitud sea igual a la distancia desde el punto de contacto 
hasta el origen de coordenadas. 

2758. Hallar una curva para la que el segmento de la normal, 
en cualquier punto de la misma, comprendido cntre los ojos de coor- 
denadas, esté dividido por este punto en dos partes iguales. 

2759. Hallar una curva cuya subtangente tenga una longitud 
constante a. 

2760. Hallar una curva cuya subtangente sea el doble de la 
abscisa del punto de contacto. 

2761*. Hallar una curva, para la que Ja abscisa del centro do gra- 
vedad de la figura plana, limitada por los ejes de coordenadas, 
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por esta misma curva y por la ordenada de cualquiera de sus 
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punlo. 

2762. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (3; 1), 
para la que cl segmento de tangente comprendido entre el punto 
de contacto y el eje OX esté dividido cn dos partes iguales por el 
punto de intersección con el eje OY. 

2763. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2; 0), 
sabiendo que el segmento de la tangente a dicha curva, compren- 
dido entre el punto de contacto y el eje OY, tiene longitud cons- 
tante e igual a 2. 

Hallar las trayectorias ortogonales de las familias de curvas 
que se dan a continuación (a es un parámetro) y construir estas 
familias y sus proyecciones ortogonales: 


2764. 124 y. =a?. 2766. xy=a. 
2765. yl =az. 2767. (1-— a+ y! =a?. 


S 4. Ecuaciones diferenciales homogeneas de 1% orden 
17. Ecuaciones homogéneas. Una ecuación diferencial 


P (zx, y)dz--Q(z, y) dy 0 (1) 


se llama homogénea, si P(z, y) Ed Q (z, y) on funciones homogéneas de igual 
grado. Ja ccuación (1) puedo reducirse a la forma 


y=1(£) 


y por medio de la sustitución y=w.w, donde u es una nueva función pda 
Alta: se transforma en ecuación con variables separadas. También se pu 
emplear la sustitución x= yu. 

Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 


Y 
- y 
"eL — 
y cto. 


Solución. Hacemos la sustitución y=uzx; en este caso, u+xu' = 
e -Lu o bien, 


ere du =— 
T 
Integrando, obtenemos u= —]n ln z , de donde 


y = —2 1n ln Ea 
z 


2, Ecuaciones reducibles a homogéneas, Si 


=y ar+by+ey As) 


422 4- bay +02 (2) 


231016 
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b 13 

d o=| A | + 0, poniendo en la ecuación (2) z=u4-a, y =v-+f,-dondo las 

constantes a y f so determinan por el sistoma de ecuaciones 
a10-+5B+0=0, 490 +98 + c9=0, 


obtenemos una ecuación diforencial homogénea respecto a las variables u y ». 
Si 4=0, poniendo en la ecuación (2) axx-+b,y =u, obtenemos una ecuación 
con variables separadas. 


Integrar las ecuaciones diferenciales: 


2168. y =+-1. 2770. (1—y) y do— aidy=0. 


2774. Hallar, para la ecuación (x*+4 y? dr— 2xydy=0, la 
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas que pasan 
respectivamente por los puntos (4; 0) y (1; 4). 

2772. yd +(2V xy—2) dy=0. 

2773. xdy—ydx=Y x1* + y? dz. 

2774. (4124 31Yy + y?) du + (4 + 3xy 4 22) dy =0. 

2715. Hallar la solución particular de la ecuación (1? -—Jy?) dx + 
+ 2xy dy =0, con la condición de que y=1 para T=2, 

Resolver las ecuaciones: 


2776. (22—y+ 4) dy + (1—2y +5) dx=0. 


,  1—36-—3y , z+2y+1 
2717, y METETE 2778, y =2 GA 3 


2779. Hallar la ecuación de la curva, que pasa por el punto 
(1; 0) y que tiene la propiedad de que el segmento, que inter- 
cepta su tangente en el eje OY, es igual al radio polar del punto 
de contacto. 

2780**. ¿Qué forma debe darse al espejo de un proyector para 
que los rayos del foco luminoso concentrado en un punto se reflejen 
formando un haz paralelo? 

2781. Hallar la ecuación de la «curva, cuya subtangente es 
igual a la media aritmética de las coordenadas del punto de 
contacto. . NS o 

2782. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longi- 
tud del segmento, interceptado por la normal en cualquiera de 
sus puntos en el eje de ordenadas, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. o 

2783*. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el área 
comprendida entre el eje: de abscisas, la misma curva y dos orde- 
nadas, una de las cualés. es constante y la otra variable €s igual 


Ecuaciones diferenciales lineales de 1% orden. Ecuación de Bernoulli 355 


a la razón del cubo de la ordenada variable a la abscisa corres- 
pondiente. 

2784. Hallar la curva, para la cual, la longitud del segmento 
del eje de ordenadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes, 
es igual a la abscisa del punto de contacto. 


$ 5. Ecuaclones diferenciales lineales de 1% orden. Ecuación 
de Bernoull! 


1% Ecuacionos lineales. La ecuación diferencial de la forma 
y +P1(2) y =(0)(x) (1) 


do 18T grado con respecto a y e y”, se llama lineal. 
Si la función Q (2)=0, la ecuación (1) toma la forma 


y +P(2)y=0 (2) 


y recibo el nombre de ecuación diferencial linéal homogénea. En esta caso, 
las variables se separan y la solución general de la ecuación (2) es 


== | P(x)dx 
ymCe / yá . (3) 

Para resolver la ecuación lineal no homogénea (1) se emplea el llamado 
método de variación de la constante arbitraria. Este método consiste en que, 
primeramente, se halla la solución general de la correspondiente ecuación 
lineal homogénea, es decir, la expresión (3). Después, suponiendo gue en 
esta expresión € es función de x=, se busca la solución de la ecuación 
no homogénea (1) en la forma (3). Para ello, ponemos en la ecuación (1) 
y e y”, deducidas de (3), y de la ecuación diferencial así obtenida determi- 
namos la función C (x). De esta forma, obtenemos la solución general de la 
ecuación no homogénca (1) de la forma 


pei 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
"tg 2-y 4CO0s 2, (4) 
Solución. La correspondiente ecuación homogénea es 
y —tg z y =0. 
Resolviéndola, tenemos: 
q 


Considerando C como función de z y derivando, hallamos: 
4: dc sen z 
Yy= —— - le -C. 


CO08 z 


Poniendo y e y” en la ecuación (4), obtenemos: 


4 dc, sen x C ac 
o + e. = AA Y 2 
cosrI dz cos? q C.=tg zx 2OS z 003 x, 0 de = 009* z 


93 
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de donde 
C (0 = | cotada= 24 sen 27 +C;,- 
Por consiguionte, la solución goneral de la ecuación (4) tieno la forma 


1 1 : 
y= (5=+3 sen2a-+C,) ra A 


Para resolver la ecuación lineal (1) se puede emplear también la susti- 
tución 


Y ==u0, (5) 
donde u y vw son funciones de zx. Jin este caso, la ecuación (1) toma la forma 
[u* +P (2) u] v4-v'4=0Q (2). (6) 

Si se exige que 
u' + P(2)u=0, (7) 


do (7) hallamos u, y después, de (6) hallamos », y por fin, de (5) hallamos y. 

27 Ecuación de Bernoulli, La ecuación do 18r orden do la forma 
y+4P (034=0 (20) y*, 

donde a %0 y a +1, so llama ecuación de Bernoulli. Esta ecuación se reduce 


a lineal valiéndose do la sustitución z¿=y!-%, Se puede también emplear 
directamente la sustitución y=uw, o el método de variación de la constante 
arhitraria. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
1 4 Al 
y=— y+zVy. 


Solución. Esta es una ecuación de Bernoulli (en la que a=3) : 
Poniendo 


y =UuD, 
.0blenemos: 


h SS 4 E 
Uy 404 ub+ zx Vuv o » (u—u)+vu=> Vu. (8) 
Para determinar la función u exigimos que se cumpla la relación 
4 
uno y =0, 
z 
de donde 
u=a?, 
Poniendo esta expresión en la ccuación (8), tenemos: 
vrizxzx Vozi : 


de donde hallamos v: 


0 (1012140). 
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y, por consiguiente, obtenemos la solución general en la forma 
2 
y=xs (> la] 214+C) | 


Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 


2785. LY g 
de z 

2786. Ly HL a 
t z 


2787*. (1+y2) dr=(Y 14 y? sen y— ay) dy. 
-2788. y? dr — (2xy + 3) dy =0. 
Hallar las soluciones particulares que satisfagan a Jas condicio- 
nes que se indican: 
2789, xy +y—e*=0; y=b para r=a. 


2790. y — = —-1—z=0; y=0 para z=0. 


219. y —ytg I= : Yy=0 para z=0. 


cos z 
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 
e dy. 

2792. + += -—ay. 
2793. 2xy L—y +u«x=0, 
2794. ydr+ (2-+ xy) dy=0, 


2795. 3x dy =y (1 + zx sen z— 3y? sen 1) dx. 


2796. Se dan tres soluciones particulares y, y, € yz, de una 

22% conserva un valor 
ES | 

constante para cualquier z. ¿Qué sentido geométrico tiene este 

resultado? 


2797. Hallar las curvas, para las cuales, el área del triángulo 
formado por el eje OX, la tangente y el radio vector al punto 
de contacto es constante. 


ecuación lineal. Demostrar, que la expresión 


2798. Fallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de abscisas es igual al 
cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 


2799. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje do ordenadas es igual a la 
subnormal. 
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2800, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es proporcio- 
nal al cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 

2801. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longitud 
de la tangente es igual a la' distancia desde el punto de intersec- 
ción de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (0, a). 


$ 6. Ecuaciones diferenciales exactas. Factor Integrante 


17. Ecuaciones diferencialos exactas (o en diferenciales 
totales). Si para la ocuación diferencial 


P(z, y) dr4Q (7, y) dy =0 (t) 
¿ 9P _ 00 e e 
se cumple la igualdad de la ecuación (1) se puede escribir de la 


forma dU (x, y) =0 y se llama ecuación diferencial exacta (o en diferenciales 
totalos). La integral generál de la ecuación (1) es U (z, y) =C. La función 
U (x, y) se determina por el método que se indicó en el cap. VI, $ 8, o por 
la fórmula | 
x y 
U=% Ple,ydz+ | Oleo 1) dy 
X= Yo 
(véase ol cap. V11, $ 9). 
Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuación diferencial 
(3x84-6zy?) dz +-(62?y 4 4y9) dy =0. 
Solución. Esta es una ecuación diferencial exacta, ya que 
0 (323-6xy% _9(6x?y 4- 4y3) 


dy =14f2xy y, por consiguiente, la ecuación tiene 
la forma dU=0. 


Aquí y 
14) óU 
7 =322 4 62y?, Sy 6z2y 4 4y9; 
de donde 


U=) (82246342) de +9 (4) == 43279240 (y) 


Derivando U con respecto a y, hallamos 


Sr= 6x?y + p” (y) =62%y + 4y3 


(por la condición); de donde q'(y)=4y3 y p(y)=y1+Cpg. En dofinitiva 
obtenemos U (2, y) =23+4+312y2+4+y9+Co, y, por consiguiente, 94 3x8%y2+4 
+y3=C os la integral general que se buscaba de la ecuación dada. | 

2%”. Factor intogrante. Si ol primer miembro de la ecuación (1) 
no es una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy, existe 'una función p==pu(z, y) (factor integrante) tal, que 


y (Pdz+Q dy =dU. (2) 
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De donde obtenemos, 'que la función y satisface a la couación 
0 0 
iy 1?) =-=57 (40). 


El factor integraute y se puedo hallar fácilmente en dos casos: 


1) lr) = F (1), entonces p=p (2); 
2) + lir-T) = F, (y), entonces yu = yu (y). 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
3 
(229 + 224 +) 424 (22442) dy=0. 


Solución. Aquí 


3 1 (OP 224-024-y2—2x 
ps ar li e 


y, por consiguiente 1 = 1 (2). 


9(pP) _0(YQ) _  9P_. 00, de 
Como 7 op e az +0Q E, se tendrá que 
AS 


p QUódy dz 
Multiplicando la ecuación por .|=e* obtenemos: 


e (22y+oy +2) 02400941) dy =0 


) dz=dz o Inup=x, pue”. 


que UD ecuación diferencial exacta. Integrándola, tendremos la integral 
genera 


ye* (2 | +) xl, 
Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 
2802. (1+ y) dx + (24- 2y) dy =0. 
2803. (12 + y? 4-22) dx 4 2xy dy =0. 
2804. (1? — 3xy* + 2) de — (3x*y — y?) dy =0. 


dy =ydz 
2805. ado y 
2806. E GE dy o. 


2807. Hallar la integral particular de la ecuación 


(+e dede (1 +) dy=0, 


que satisfaga a la 'cóondición inicial y(0)=2. + 
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Resolver las siguientes ecuaciones, que admiten el factor inte- 
egrante de las formas p =p (7) o u=u (y): 


2808. (2-+ y?) du— 2xy dy =0. 
2809. y (1 4- xy) dr—u dy =0. 


2810. z dx + (y? —1n 2) dy =0. 
2811. (zx cos y — y sen y) dy + (x sen y + y cos y) du =0. 


S 7. Ecuaciones diferenciales de 1% orden, no resueltas econ respecto a la 
derivada 


1%. Ecuaciones diferenciales de 41% orden, de grado 
superior. Si la ecuación 
Fix, y, y) =0, (t) 
por ej., es de sorundo grado cou respecto a y”, resolviéndola con respecto 
a y”, obtenemos dos ccuaciones: 


y'=f, (z, y)» y =f, (2, y). (2) 
De esta forma, por cada punto Mo (to, yo) de un determinado campo del 


plano pasarán, on general, dos curvas integrales. La integral genoral de la 
ecuación (1) tiene, er. esto caso, la forma 


D (zx, Y, C)a D, (z, Y, C) (Pa (z, Y, C)=0, (3) 


donde Y, y D) son las integrales generales de la ecuación (2). 

Además, para la ecuación (1) puedo existir una integral singular, Geomé- 
tricamente, la integral singulur representa de por sí la envolvente de la 
familia de curvas (3) y puedo obtenerse eliminando C del sistema de ecua- 


ciones 


D (zx, y, C)=0, Dd, (x, y, C)=0 (4) 
o eliminando p=y” del sistema do ccuaciones 
Pz, y, p)=0, Ey (x, Y, p)=0. (5) 


Dobe advertirse, que las curvas determinadas por las ecuaciones (4) o (5) 
no son siempre soluciones de la ecuación (1); por lo cual, en cada caso 
concreto es necesario hacer la prueba. 


Ejemplo 4. Hlallar las integrales, general y singular, do la ecuación 
ry'2 4 23y" —y=0. 
Solución. Resolviendo con respecto a y”, tenemos dos ecuaciones 


homogéneas: 


determinadas cn el campo 


z(r+y)>0, 


cuyas integrales generales son 


Meat) (1+t+)- 


aja 
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0 
(224+y—C)-2Y2Fxy=0, — (224+y—C0)42 Y 224 2y=0. 
Multiplicándolas entre sí, obtenemos la integral general de la ecuación dada 
(234 y—C)i—4 (3t +24) 20 
o bien 
(y —CO2=4Cz 

(familia de parábolas). 

Derivando la integral general respecto a € y eliminando €. hallamos la 
integral singular 

yA z=0. 

(La prueba demuestra que y+x=0 es solución de la ecuación dada). 


La iategral singular también se puede hallar derivando xp*4+2:p-—y=0 


respecto a p y eliminando p. o, 
2. Resolución de la ocuación diferencial por el 
máétodo do introducción de un parámotro. Si la ecuación 


diferencial de 1% ordon tiene la forma 


=p (y, y), 
las variables y y z se pueden determinar por el sistema de ecuaciones 
LAR Rd 
o + dp dy? =p (y, p) 


donda p=y* desempeña 01 papel de parámetro. 
Analogamente, 51 y=Yp(x, y), las variables 7 e y se determinan por el 


sistema de ecuaciones 


-0p , “th do NN 
p= A dp 7 y=vp (xr, p). 
Ejemplo 2. Hallar las integrales, general y singular, de la ecuación 
q? 
dd 


Solución. Haciendo la sustitución y' =p, volvemos a escribir la 
ecuación de la forma 


2 a 
y =p.=IPHz3 
Dorivando respecto a z y considerando jp como función de x, tenemos 
dp dp 
A A 
id dp dp ] 
o bion dz b—2)=(Rp— 2), o sea mt: Integrando, obtenemos p=x-+C. 
Poniendo esto en la ecuación primitiva, tenemos la solución general: 
zq3 yx? , 
y =(24 Ox (240) 4 0) y=_ 407401, 


Derivando csta solución general respecto a € y eliminaudo C, obtenemos 
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2 ? 
la solución singular: y==2. (La prueba demuestra que y=>es solución 


de la -ecúuación dada]. 
Si se iguala a cero el factor 2p—z, en que se hizo la simplificación, 
obtenemos p=>> y, poniendo este valor de p en la ecuación dada, obte- 


y1 j , ó 
nomos y=-=7, es decir, la misma solución singular. 


Hallar las integrales generales y singulares de las ecuaciones 
(en los N*” 2812— 2813 construir el campo de las curvas integrales): 


2812, y2% y +10. 

2313. 4y?—9zr=0), 

2814. yy *— (xy +1) y +2=0. 

2815. yy ?—2xy' +y=0. 

2816. Hallar las curvas integrales de la ecuación y?*+y*=1, 
que pasan por el punto MM (o; 7) , 


Resolver las ecuaciones siguientes, introduciendo el parámetro 
y =p: 

2817. z=sen y' +1n y”. 2820. 4y =4* + y, 

2818. y=y%e". 2821, en EI. 

2819. y=y'"*+ 2 In y”. 


$ 8. Ecuaciones de Lagrange y de Clalraut 
1% Ecuación do Lagrange. La ecuación de la forma 


y =20 (p)+v(p), (1) 


donde p=y", recibe el nombre de ecuación de Lagrange. Por medio de la 
derivación, y teniendo en cuenta que dy=pdz, la ecuación (1) se reduce 
a lineal con respecto a z: 


pdz=q(p) d2+[29" (p) +" (p)] ep. (2) 


Si p= p(p), de las ccuaciones (1) y (2) se obtiene la solución general cn 
forma paramétrica: 


=Cf(p+8(p  y=I1Cf (Pp +8 (2) e (9) + v (2), 


donde p es un parámotro y f(p) y g(p) unas funciones conocidas dotermi- 
nadas. Además, puede oxistir solución singular, quo so busca por el proce- 
dimicnto general. 

2%. Ecuación de Clairaut. Si en la ecuación (1) p(p) = p, se 
obtiene la ecuación de Clairaut 


y =xp+ y (p). 
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La solución general de esta ecuación tiene la forma do y==Cx+4+wy(C) 
(familia de rectas). Adomás, existe solución singular (onvolvente), que so 
obtiene como resultado de eliminar el parámetro p del sistema de ecuaciones 


[ 2= —Y' (p), 
y = pz -+v (p). 


Ejemplo. Resolver la ecuación 
: 4 
y =2y iS (3) 


Solución. Ponemos y'=p, en este caso, y =2p1x+ 5: derivando 
y sustituyendo dy por p dx, obtenemos: 


par=2p dx422 dp 


o bien, 
dr 
dp 
Resolviendo esta ecuación lineal, tendremos: 


o id 
= A 


1 
FTE (1n Pp +C). 
Por consiguiente, la ecuación general será: 
4 

Le pi (1 p+0), 

4 

=2 —. 

PEER 
Para hallar la integral singular según la regla general, formamos el sistema 
y=2p2 + ,», 0=ii=—, 


De aquí 


y, por consiguiente, 
y == 2 VY2z. 

Poniendo y en la ecuación (3), nos convencemos de que la función 
obtenida no es solución y de que, por consiguiente, la ecuación (3) no tiene 
intogral singular. 

Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange: 


2822. y=z0 (y +2). 28324. y=(1+y)z+y?. 


2823. y=y +V1-y7. 2825*. y=—+ y (22 + y). 
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Hallar las integrales, penerales y singulares, de las siguientes 
ecuaciones de Clairaut y construir los campos de las curvas inte- 
grales: 

2826. y=y +y*?. 

2827. y=xy +y'. 

2828. y=xy +V 1+(y592. 

2829. y=2Yy +7. 

2830. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo 
formado por la tangente a la misma, en cualquier punto, y los 
ejes de coordeuadas, es constante. 

7831. Hallar la curva, si la distancia desde un punto dado 
hasta cualquiera de las tangentes de la misma, es constante. 

2832. Hallar la curva, para la cual, el segmento de cualquiera 
de sus tangentes, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene 
una longilud constante, igual a 1. 


$ 9, Ecuaciones diferenciales diversas de 1% orden 
2833. Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen- 


ciales e indicar sus métodos de resolución: t 
a) (1+y)y =zarctgZ; i) y =(24 y)”: 
D) (r—y y =y?; j) zcos y' + y sen y =1; 
c) y =2xy+a'; k) (1?—2y)y' = y*; 
d) y =2xy + y"; 1) (1224 2xy?) d+ 
e) ty" 4 y =sen y; + (y? + 32%y*) dy =0; 
O. (y—uy Y = y”; m) (1— 3xy)d14(2?4+3)dy =0; 
s) y =xe"; n) (xy? -- In 2) dr = y? dy. 


bh) (y —2x34) Vy=x>, 
Resolver las ecuaciones: 


2834. a) (x—yeosL) dx + xc08 2 dy =0; 
b) z1ndy—ydr=0. 

2835. 2d0=(E—y*) dy. 

2836. (2xy?—y) dr+xdx=0. 


2837. xy +y=xjy?lnz. 
2838. y=2xy' + y 1n y. 


2839. 
2840. 
2841, 


2342. 


2843, 


2844, 
28348. 
2849. 
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y=ay +V —ay. 
22 (y+ 1) dx + (2 —1) (y — 1) dy = 0. 
(1 + y?) (e2x de — e! dy) — (1 + y) dy =0. 


y 2x —1 
Y —y —= = 1. 2845. (1 —120 Y +2xy =4. 
yev = (y? + 2ze1) y”. 2846. xy! — 5 —x=0. 
Y'+y 00S X= SON TCOS £, 2847. y (cos y+a son 2y) 1. 


(12y—2+y—1) di + (2y + 22 — 3y —6) dy =0. 
y y—1 2 
y =(1+ 57 ) Ñ 


28350, xy? dz =(2%y + 2) dy. 
7 322 
2851. y = BF YAA 
— he 
2852. 2d24+ Y dy y Ldz=0. 
2853. y=2+tg2. 2861. e" dx-+(xev— 2y) dy=0. 
2854. yy' +y?=008 2. 2862. y=2xy + V TF y? 
2855. dy + y di=y dz. 2863. y = (1-4In y—lu 2). 
2856. y” (1 sen y) = 1. 2864. (2e*4y*) dy—ye*de=0, 
| d do yt2 y? 
2858. 23 dx —(1* y) dy =0. 2866. xy (xy241) dy — dx=0. 
2859. x?y?43xyy' +2y? =0. 2867. a (uy + 2y) =xyy. 
2860. dz FVW 2868. 2dy —y dr=y! dx. 
EST 
dy — y de 
+ —_— = O, 
2869. (12— 1)“ dy+(23+320y Y 271) dx =0. 


2870, 
2871. 


2372. 


dy ES 
tg ta y=4, 


Va+zdy+ (a+ y—V a? 2%) de =0. 
ryy*—(2* + y?) y +xy=0. 
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2813. y=0Y4 + 


2874. (3224 21y— y?) d+ (2? —22y — 3y?) dy =0. 
2875. 2yp E =3p2+ 4y?. 


Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones, para las 
condiciones iniciales que se indican: 


2876. y=2,; y=0 para z=1, 
2877. EF VYy =1; y=4 para 2=1. 
2878. y ctgr+y=2; y=2 para <=0. 


2879. e" (y +1)=1; y=0 para z=0. 


2880, y + y =C08 2; y=>3 para z=0, 


2881. y —2y = —2?; y=2 para z=0, 


2882. y + y=2%; y=—Í para z=0, 
2883. xy =y; a) y=1 para z=4; b) y=0 para 2=0, 
2884. 2xy' =y; a) y=1 para z=1; b) y=0 para =0. 


2885. 2xyy' + 22—y?=0; a) y=0 para z=0; b) y=1 para - 
z=0; c) y =0 para r=1. 


2886. Hallar una curva que pase por el punto (0; 1) y que la 
subtangente sea igual a la suma de las coordenadas del punto de 
contacto. 

2887. Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmentos 
que intercepta la tangente a la misma en los ejes de coordenadas 
es constante e igual a 2a. 

2888. La suma de las longitudes de la normal y de la subnormal 
es igual a la unidad. Hallar la ecuación de la curva, sabiendo, 
que ésta pasa por el origen de coordenadas. 

2889*. Hallar la curva, para la cual, el ángulo formado por la 
tangente con el radio vector del punto de. contacto es constante. 

2890. Hallar la curva, sabiendo, que el área comprendida entre 
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier 
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada. 

2891. Hallar la curva, sabiendo, que el área del sector limitado 
por el eje polar, la propia curva y el radio polar de cualquiera 
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio. 

2892. Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta 
la tangente en el eje OX, es igual a la longitud de la propia 
tangente. 
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2893. Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente, 
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide en dos partes 
iguales por la parábola y? = 2z. 

2894, Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de 
sus puntos es igual a la distancia desde este punto hasta el origen 
de coordenadas. 

2895*, El área de la figura limitada por una curva, los ejes 
de coordenadas y la ordenada de cualquier punto de la curva, es 
igual a la longitud del coorrespondiente arco de la misma. Hallar 
la ecuación de esta curva, si se sabe, que pasa por el punto (0; 1). 

2896. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo que 
forman el eje de abscisas, la tangente a la curva y el radio vector 
del punto de contacto, es constante e igual a a2, 

2897. Hallar la curva, sabiendo, que el punto medio del sogmento, 
interceptado en el eje OX por la tangente y la normal a la misma, 
es constante, (a; 0). 


Al formar la ecuación diferencial de 18 orden, sobre todo en los pro- 
blemas físicos, son frecuentes los casos em que conviene emplear el llamado 
método de las diferenciales, que consiste en que, las relaciones aproximadas 
entre los incrementos infinitamente pequeños de las magnitudes que s<e 
buscan, ciertas con una aproximación hasta de infinitésimos de orden 
superior, se sustituyen por las correspondientes relaciones entre sus dife- 
renciales, cosa que no influye en el resultado. 


Problema. En un depósito hay 190 litros de disolución acuosa que 
contiene 10 kg de sal. En este depósito se vierte agua con una velocidad 
de 3 litros por minuto y se expulsa la mezcla con velocidad de 2 litros. 
por minuto. La concentración se mantiene homogénea removiendo 6l agua. 
¿Cuánta sal habrá en el depósito después de transcurrida una hora? 


Solución. Se da el nombre de concentración e de una substancia 
dada, a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si la 
concentración es homogénea, la cantidad de substancia en un volumen Y 
será igual a cV. 

Supongamos, que la cantidad de sal que hay en el depósito después de 
transcurrir ¿ min, es igual a z kg. La cantidad de mezcla que hay en el 
depósito en este instante será (100+-t) litros y, por consiguiente, la con- 

E 
100 +7 

Durante el espacio de tiempo «dt, del depósito salen 2d: litros de 
mezcla, que contienen 2c di kg de sal. Por esto, la variación dx de la can- 
tidad de sal que haya on el depósito se caracteriza por la relación 


Za 
“TRE dt, 


Esta es, precisamente, la ecuación diferoncial que so buscaba. Sepa- 
rando las variables e integrando, tenemos: 


In z= —2 la (100+») + In € 


kg por litro. 


9 
centración ec= 
—de=2ledt, o bien —d 


O sea, 
C 


“00 FR) 
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La constanto € se determina partiendo de la condición de que, cuando 
1=0, z=10, es decir, C=100.000. Después de una hora, en el depósito 
quedarán 

_ 100,000 
4682 


=3,9 kg de sal. 


2898”. Demostrar, que la superficie libre de un líquido pesado 
que gira alrededor de un eje vertical, tiene la forma de un para- 
boloide de revolución. 

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presión del 
airo y la altura, conociendo, que esta presión es igual a 1 kgf por 
1 cm? al nivel del mar y de 0,92 kgf por 1 cm? a 500 metros de 
altura. 

2900*. Según la ley de Hooke, un cordón elástico de longi- 
tud l, bajo la acción do una fuerza de dilatación Ff, experimenta 
un incremento de longitud igual a «iF (k-=const). ¿En cuánto 
aumentará la longitud de este cordón, por la acción de su propio 
poso W, si so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud 
inicial del cordón es /). 

2901. Resolver este mismo problema, pero con la condición de 
que en el extromo libre del cordón se suspende un peso ¿?. 

Al resolver los problemas 2902 y 2903, utilizar la ley de New- 
ton, según la cual, Ja velocidad con que se enfría un cuerpo es 
proporcional a la diferencia de temperaturas del cuerpo y del 
medio que lo rodea. 

2902. Hallar la dependencia entre la temperatura Y y el 
tiempo ¿, si un cuerpo calentado hasta Tp grados se introduce en 
un. local cuya temperatura es constante e igual a a grados. 

2903. ¿Dontro de cuánto tiempo, la temperatura de un cuerpo 
calentado hasta 100%, descenderá hasta 30%, si la temperatura del 
local es igual a 20 y durante los primeros 20 min el cuerpo en 
cuestión se enfrió hasta 60% 

2904. El efecto retardador del rozamiento sobre un disco que 
gira dontro de un líquido, es proporcional a la velocidad angular 
de rolación. Hallar la dependencia de esta velocidad angular del 
tiempo, conociendo, que el disco, que comenzó a girar con una 
velocidad do 100 r.p.m., después de pasar 1 min gira a una velo- 
cidad de 60 r.p.m. 

2905*. La velocidad de desintegración del radio es proporcional 
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 años 
queda la mitad de las reservas iniciales de radio. Hallar qué 
tanlo por cienlo de radio rosultará desintegrado cuando paseu 
100 años, 

2906*. La velocidad de salida del agua por un orificio, que 
se encuentra verticalmente a una distancia % de la superficie 
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libre del líquido, se determina por la fórmula 


v=cJ 2gh, 


donde c:0,6 y g es la acoleración de la fuorza de gravedad. 
¿Cuánto tiempo tardará en salir el agua que llena una caldera 
semiesférica do 2 m de diámetro, si sale por un orificio redondo 
que hay en el fondo y que tiene 0,14 m de radio? 

2907*. La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una 
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que 
cae sobre ella y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una 
capa de agua de 3 m de espesor queda absorbida la mitad de la 
cantidad inicial de luz ¿qué parle de esta cantidad llegará hasta 
la profundidad de 30 m? 

2908*. La resistencia dol aire en el descenso de los cuerpos 
en paracaidas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que 
se mueven. Hallar la velocidad límite de la caída. 

2909*, El fondo de un depósito, de 300 litros de capacidad, 
cslá cubierto de una mezcla de sal y de una substancia indiso- 
luble. Suponiendo que la velocidad con que se disuclve la sal 
es proporcional a la diierencia entre la concentración en el ins- 
tante dado y la concentración do la disolución saturada (1 kg do 
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada 
disuelve 1/3 de kg de sal pour min, hallar qué cantidad de sal 
contendrá la disolución al caho de una hora. 

2910", La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi- 
dad de corriente i, resistencia R e inductancia £, €s igual a la 
caída de tensión Ri más la fuerza electromotriz de autoinducción 


LS. Detorminar la intensidad de la corriente ¿, on un instante £, 
si e=Esenot (E y w son constantes) e ¿=0 cuando ¿=0, 


S 10. Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores 
1%. Caso de integración inmediata. Si 


. ya =/ (1), 
se tieno 


p 
y=l dark... | (0) dC a Cannon 
u U 
¡ni veces 


2% Casos do reducción a un orden inforior. 4) Si la 
ecuación diferencial no contiene y de forma explícita, por ejemplo: 


F(z, y”, y) =0, 

poniendo y'=p, obtenemos una écuación de orden 'inferior en una unidad 
F (zx, P, p')=0. 

24—1018 
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Ejomplo 1. Hallar la solución particular de la ecuación 
y” +y +zx=0, 
quo satisfaga a las condiciones 
y=0, y =0 para z=0. 
Solución. Poniendo y'= p, tenemos y”= p”, de donde 
zp +p4+x=0. 


Resolviendo esta ecuación como lineal con respecto a la función p, 


obtenon10s: 
qa 


paa Cy — =p > 


De las condiciones y'=p=0 para z=0, tenemos que 0=C,—O0, es decir, 
C,=0. Por consiguiente 


A 
Po —3 
o bien, 
dy _ 2 
de 2" 
do donde, volviendo a integrar, obtenemos 
qa 
DS 


Poniendo y=0 para =0, hallamos C¿=0. Por consiguiente, la solución 
particular que buscábamos es 


1 
— —=— 13 
y q” 
2) Si la ecuación dilerencial mo contione x de forma explicita, p. ej. 
F (y, y”, y”) =0, a 
poniendo y/=p,y"=p E, obtenemos una ccuación de orden inferior en 


una unidad 
ap Ez 
F (v, P» Pp dy ) =0. 
Ejemplo 2. Hallar la solución particular de la ecuación 
yy —y iy 
con la condición de que y=1, y' =0 para z=0. 


d ' 
Solución. Ponemos y'=p, en este caso, y” =p dy Y auestra ecuación 
so transforma en la siguiente: 
d j 


Hemos obtenido una ecuación del tipo de Bernoulli con respecto a p 
(y se considera argumento). Resolviéndola, hallamos: 


p=zky VO +y?. 
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Do la condición y' =p=0 para y=1, tenemos C,¿= —1. Por consiguicn- 
te, 

p=+yVy?—1 
o bicn 


dy _—— 
dr == +4 Vy 1. 


Integrando, tenemos: 
arecos — +u=C,. 
Poniendo y=1 y z=0, obtenemos que C,=0, de donde —=008 4, 0 


Y =Sec z. 


Resolver las ecuaciones. 


294. y =-. 2920. yy" =y?y' +y”. 

2912. y” == —37 z 2921. yy —y' (1 y) =0. 

2913. y =1 —y”*. 2922. y = — Ta 

2914. zy” y' =0. 2923. (11) y"— (12+ 2) y 4- 
+xp2=0. 


2915. yy" =y*?. 
2916. yy" + y? =0. 
, 1 3 ? 
297. (1 ayy t0. 00. Y eq (Y ay. 
2918. y' (1+ y"? =ay”. 2926. xy” +y"=1--z. 
2919. x?y"+:xy' =1. 2927. y”"2--y?2=4. 


Hallar las soluciones particulares, para las condiciones inicia- 
les que se indican: 


2928. (1412) y" —2xy =0; y=0, y =3 para r=0. 
2929. 14-y?=2yy” y=1, y =1 para z=1. 

2930. yy” +y?=y; y=1, y =1 para z=0,. 

2931. xy" =y'; y=0, y'=0 para x=0, 

Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 
2932. yy =V Y +y*y — yy". 

2933. yy" =y?*+y Vyi+y?. 

2934, y'*— yy” = yiy". 

2935. yy” +y?*—y*iny=0. 


2924. xy” =y In L- , 
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Hallar Jas soluciones que satisfagan a las condiciones que se 
indican: 

29036. yy=4; y=1, y =1 para 7= 

2037. ER y=1, y =1 para x=(,. 

2938. iy =Y 1-2 y? y=0 para «=1; e para r=e?, 


a 


2939. y” (1-)- In 2) > y =2+1n 2; y=5 , Y =1 para 2=1Í. 


2940, y=2 (14102); y=>, y =14 para z=1. 


2941. y —y?+y (y—1)=0; y=2, y =2 para z=0. 

2942. 3Jyy =y+ y ?*+ 41; y=—2; y =0 para z=0. 

2943. y? 4 y?—2yy” =0; y=1, y =1 para z=0, 

2944. yy +y?+yy =0; y=1 para z=0 e y=0 para z= —1. 
2945. 2y' +(y'?— 6x1) -y" =0; y=0, y =2 para z=2, 

2046. yy? yy —y?*=0; y=1, y 2 para z=0. 

2947, 2yy"—3y2=4y?%; y=1, y =0 para x=0, 

2948. 2yy"4+-y?—y'?*=0; y=4, y =1 para z=0, 


2949. y =y y; y= —+: y => para r=1. 


2950. y” + ey — 2yy?=0, y=1, y =e para r= _— 
2951. 1 iyy” +y?=0; y=0, y'=1 para z=1. 
| 2952. (i+yy)y =(l(ryidysy=1, y =1 para x=0, 
2953. (251) y +zy9=y; y=—2, y =4 para 2=1. 
Resolver las ecuaciunes: 
2954. y =xy?-by”?. 
2909. y =xYy" + y — y”? 
2956. y”"?= 4y”. 
2957. yyy” =y*—y”?. Destacar la curva integral que pasa por 
el punto (0; 0) y quo es tangenle en éste a la recla y +x=0. 
2958. Hallar las curvas de radio de curvatura constante. 
2959. Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
proporcional al cubo de la normal. 


2960. Flallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
igual a la normal. E 
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2961. Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
dos veces mayor que la normal. 

2962, Hallar las curvas, para las cuales, la proyección del radio 
de curvatura sobre el eje OY es constante. 

2963, Hallar la ocuación del cable de un puente colgante, 
suponiendo que la carga se distribuye uniformemente por la proyec- 
ción de dicho cable sobre una recta horizontal. El peso del cable 
se desprecia. 

2964*., Hallar la posición de equilibrio de un hilo flexible, 
inestirable, sujeto por sus exbremos a dos puntos y que lione una 
carga constante q (en la que se incluye el peso del propio hilo) 
por unidad de longitud. 

2965*. Un grave sin velocidad inicial resbala por un plano 
inclinado. Hallar la loy de su movimiento, si el ángulo de ineli- 
nación es igual a a, y el coeficiente de frotamiento y. 

Indicación. La fuerza do frotamiento es igual a pN, donde NY es 
Ja reacción que opone el plano. 

2966*, La resistencia del aire a la caída de los cuerpos puede 
considerarse proporcional al cuadrado de la velocidad. Hallar la 
ley del movimiento, si la velocidad inicial es igual a cero. 

2967*. Una lancha de motor, de 300 kgf de peso, se mueve en 
línea recta con una velocidad inicial de 66 mf/seg. La resistencia 
del agua es proporcional a la velocidad e igual a 10 kgf cuando la 
velocidad es de 4 m/seg. ¿Dentro de cuánto tiempo la velocidad 
de la lancha será igual a 8 m/seg. 


$ 11. Ecuaciones diferenciales lineales 


1”. Ecuacionos homogóneas. Las funciones  Yy=1(%), 


Ya=P2 (1), ... Ya=Pn Sid se llaman linealmente dependientes, cuando existon 
unas constantes Ej, Co ..., En, tales, que sin ser todas iguales a cero, se 
tiene 


Ci Coya. + Cnln = 0; 


en el caso contrario estas funciones reciben el nombre de linealmente 
independientes. 
La solución general de la ccuación diferencial lineal homogénea 


ya P (Ey br, Y Pn()y=0 (1) 
con coeficientes contínuos P; (1) (¿=1, 2, ..., n) tiene la forma 
y=CiY1 + loyatH + Flnlns 


donde ya, Y% ---> Yn, son soluciones linealmente independiontes de la ecua- 
ción (1) (sistema fundamental de soluciones). 

2. Ecuaciones no homogéneas. La solución general de la 
ecuación diferencial lineal no homogénea 


yam4 Py (1) : y ab ocEPr (1) y =Íf (2), (2) 
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siendo los cocficientes Pj; (2) y el segundo miembro f(x) funciones contí- 
nuas, tiene la forma 


y=yo+Y, 


donde yy es la solución general de la correspondicnte ecuación homogónea 
(1) o Y una solución particular de la ecuación no homogénea dada (2). 

Si se conoco un sistema fundamental de soluciones Y;, Ya»... Yn de 
la ecuación homogénea (1), la solución general de la correspondiente ecua- 
ción no homogónca (2) se puede hallar por la fórmula 


y =C, (2) Y14+C2 (3) y 44-...-Cr (2) Yn» 


donde las funciones €; (+) (i=1,2,..., 2) se obtienen del sistema de ccua- 
ciones 


CUDN+C as +.-+C;(2)y,=0, 


E (3) 
CDI ATI Ca (a) y 0 


(método de variación de las constantes arbitrarias) 
Ejemplo. Resolver la ecuación 


ay y =22, (4) 
Solución. Resolviendo la ecuación homogénea 
zy" 4 y" =0, 
y=C,Inz+Co». (5) 
Por consiguiente, se puede tomar 


C; (12) yy + Ez (x) Ya +... +€,, (2) yn =0, | 


obtenemos: 


y ¡=1nzx e yy=1 
y buscar la solución de da ecuación (4) en da forma 
y =Cy (z) ln z4-€z (7). 
Formando el sistoma (3) y teniendo en cuenta que la forma reducida de la 


ecuación (4) es y = z, oblenemos 
í C; (2) ln r+C) (x)-1=0, 
e 1 , 
| Ci (1) 7 +C: (2)U=.. 
De donde 
qe q pe 
Cy (1) = + Á y Ca, (2) = => In TH + B 
y, por consiguiente, 
3 
y=-+4 ln zxqH+2B, 


donde A y B son constantes arbitrarias. 
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2968. Investigar la dependencia lineal de los siguientes siste- 
mas de funciones; 


a) x, +1; 0) x, 2? a; 
b) a?, —2x2*; f) en, ent, e3*; 
0) 0, 1, 2; y) senz, cosz, 1; 


d) x, +4, 42; —h) sen?z, cos*z, 1. 


2969. Formar la ecuación diferencial lineal homogénea, cono- 
ciendo su sistema fundamental de soluciones: 


a) y; =sen z. Yo = COS 2; 

b) y =e*, y, =xe*; 

0) 112, Ya =2*; 

d) yy==e*, yo=e* senz, ya=e*cos 1. 


2970. Conociendo el sistema fundamenta) de soluciones de la 
ecuación diferencial lineal homogénea 


Yyy—=2, ya =x*, y=xv, 
hallar su solución particular y, que satisiaga a las condiciones 
iniciales 
Y l st =0, Y bl =—Í, Y limi = 2. 
2971*. Resolver la ecuación 
o=y+y=0, 


. . 7 . sen z 
conociendo su solución particular y, = 


2972. Resolver la ecuación 
e (Inr—1) y” xy +y=0, 
conociendo su solución particular y, = x. 


Resolver las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas por 
el método de variación de las constantes arbitrarias: 


2973. ay” —uy' = 343. 
2974*. xy” + xy — y = zx. 
2975. y" +y! =sec z. 


y 


$ 12. Ebvaciones diferenciales Jineales de 2% orden con coeficientes 
constantes 


1%. Ecuaciones homogénouas. La ecuación lineal homogénea 
do 2% orden con cocficientes constantes p y q, cs de la forma: 


y” +py' +qy=0. (1) 
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Si k, y ko son las raíces de la ecuación característica 
Pp (k) = 4 pk4-q=0, (2) 


la solución general de la ecuación (1) se escribe en una de las tres formas 
siguientos: 


1) y =C (AU yr Si k, y ka son reales y Aj == Kk): 
2) ye (C,+Ca0), si k¡=khg; 
3) y =e** (C, cos Pz + Cosen Pz), si ka + Bi y ho=a—Bi (B 32 0). 


2. Ecuaciones no homogéneas. fa solución goneral de la 
ocuación diferencial lincal no homogénea 


y" + py +9y:=1 (2) (3) 
se puede escribir en forma de suma 


y=Yy+?Y, 


donde yo es la solución general de la correspondiente ecuación (1) sin segun- 
do miembro, que sc determina por las fórmulas 1) —3), e Y es una solu- 
ción particular do la ecuación dada (3). 

La función Y se puede hallar poc el método de los coeficientes indeter- 
minados Gn los siguientos casos simples; 

1. f(2)=2%P, (2), dondo Pa (z) es un polinomio de grado n. 

Si a no es raíz de la ecuación característica (2), es decir, q (a) == O, 
se considera Y =e"*%Q, (x), donde Q, (z) es un polinomio de grado » con 
coeficientes indeterminados. ] 

Si a es raíz de la ccuacion característica (2), es decir, qp(2)=0, so 
ato O (x), donde r es el grado de multiplicidad de la raíz 
alr=1 0 -r—«a). 

2. [ (1) =e% [P, (2) cos 52 4 Q,n (2) sen bz]. 

Si qp (a + bi) +0, so considera 


Y =e% [Sy (1) 008 bx + Ty son bx], 


donde Sy (2) y 7y (z) son polinomios de grado N =máx (1, mi. 
Si por el contrario, q (a + bi) =0, so considera 
Y =2Fe0% [Sy (2) oos bx + Ty (2) sen bx], 
donde r es el grado de multiplicidad de la rafz a + bi (para la ccuación 
de 2% orden +=1). 


En el caso genoral, para resolver la ecuación (3) se emplea el método 
de variación de las constantes arbitrarias (véaso el y 11). 


Ejomplo 41. Hallar la solución de la ecuación 
2y” —y'—yuáre*, 
Solución. La ecuación característica 2k2—k—1=0 tiene las raíces 
. La solución general de la correspondicnto ecuación homo- 
x 


génea (de la forma primera) es yo=CjetHEje ? - El sogundo miembro do la 
ecuación dada f(1)=4xe2=e%*P, (2). Por consiguiente, Y ==e2* (Ar B), 
ya que n=1 y r=0. Derivando Y dos veces y puniendo las dorivadas en la 


1 
hy =1 y hy == 


2 
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ecuación dada, obtenemos: 
207 (4A7 + 4BF44)— e2% (243 +28 A)—e (43 + B)=4ztetx, 
Simplificando por e2% e igualando entro sí los coeficientes que corresponden 


a las primeras potencias de x= y los términos independientes de ambos 
miembros de la igualdad, tenemos: 
5A=4 y TA+3B=0, de donde =t y Bs e. 
Da este forma, Y ==e2% 2. Ed la solución soneral de la ccua- 
eg este » == ( Ar » y Solución genera e la 
ción dada es 


1 
=—x 4 28 
y=C ¡e + Ce 2 He ($:-3) A 


Ejemplo 2, Hallar la solución goneral de la ccuación y" —2y + y=ze*. 


Solución. La ccuación caracteristica k2—2k+41=0 tiene una raíz 
cuyo grado do multiplicidad es dos, k=1. El segundo miembro de la 
ecuación es, f(2)==xe%; aquí, a=1 y n=1. La solución particular Y = 
= 2er (Az + B), puesto que a coincide con la raíz k=1 cuyo grado do mul- 
tiplicidad es igual a dos y, por consiguiente, r=2. 

Derivando Y dos veces, poniendo las derivadas en la ceuación e igualando 


los coeficientes, obtenemos A=E, B=0. Por consiguiente, la solución ge- 
> 


neral de la ecuación dada se escribe de la forma 
y=(C,+ Cot) + — ade. 


Ejemplo 3. Hallar la solución goneral de la ucuación- y” +y.=z Sen z. 


Solución. La ecuación característica k?+1=0 tiene las raíces 
ky=i y ko=—i. La solución general de la correspondiente ecuación homo- 
gérnea sera [véase 3), donde a=0 y f=1]: 


yy = Cy 60s a Cy sen x. 
El segundo iniembro tiene la forma 
f(x) =e*% [Pa (2) cos bx + Qm (x) sen dz], 


donde a=0, b=14, P, (12)=0, Omfx)=x. A úl le corrosponde la solución 
particular 


Y =x [(4x 4- B) cos z 4 (Cx+ D) sen 2] 


(aquí V=1, a=0, b=1, r=1). 

Derívando dos vecez y poniendo las derivadas en la ecuación, igualamos 
entre sí los coeficientes de los dos miembros de la igualdad que correspon- 
den a cosz, zos, senz y zsenzx. Como resultado, obtenemos cuatro 
ecuaciones: 24+2D=0, 4€ =0, —284+2C=0, —44==1, do las cuales se 


2 
determinan: A= — 1/4, B=0, C=0, D=1/4. Por lo que Y =- E cosa+ 


T 
—” SON LT. 
E 
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La solución gencral será 


z? z 
y =C, 008 7 7A- €Ca SN T— —= COS Son z. 
y 4 += Ca 3en z += on 


3%, Principio de superposición de soluciones. Si el 
segundo miembro de la ecuación (3) es una suma de varias funciones 


f2)=/ (124 (234... +1n (2) 
e Y¡(i¡=1, 2,...,n) son las correspondiontes soluciones de las ecuaciones 
Y + pu +Hqy=fi (2) (i=14, 2,...,1), 
p=Y ¡+ Y2+..- + Yn 
es solución de la ecuación (3). 
Flallar la solución general de las ocuaciones: 


la suma 


2976. y —óy'+6y =0 2982. y + 2y' -y =0. 
2977. y —9y=0. 2983. y”—4y' +2y=0. 
2978. y” —y' =0. 2984. y” +ky =0. 
2979. y + y=0. 2985. y=y"+y". 
2980. y” —2y' + 2y=0. 2986. > =3. 


2981. y” +4y' +13y=0. 


Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condi- 
ciones que se indican: 


2987. y —5y' +4y=0; y=5, y =8 para z=0. 
2988. y +3y+2y=0;  —y=1, y =—1 para x==0. 
2989. y +4y=0, y=0, y =2 para z=0. 

2990. y" +2y'=0; y=1, y =0 para z=0. 


2991. y" => y=a, y =0 para 2==0. 


2992. y +3y'=0; y=0 para z=0 o y=0 para =3. 
2993. y +902y=0; y=0 para z=0 e y=0 para r=Í. 


2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de las 
siguientes ecuaciones no homogéneas: 


a) y —4y=xte"; 

b) y” +9y =cos 22; 

c) y” —4y' — 4y =sen da +e?”; 

d) y" +2y'+2y =e*sen zx; 

e) y — y q 6y =(1*4-1) exe”; 

l) y” —2y' + dy =xe* cos 2x— xie* sen Ze. 


licuaciones diferenciales lineales de 2% orden con coeficientes constantes 379 


Hallar la solución de las ecuaciones: 

2995. y” —4y' + 4y =<2?. 

2986. y —y +y=22-286. 

2997. y + 2y 4 y=e". 

2998. y"—8Sy' + Ty = 14. 

2999. y —y=e”. 

3000. y"+y=cos z. 

3001. y"+y' —2y =8sen 2x. 

3002. y” +y'— by == xe?*. 

3003. y" —2y' + y =senz+shz. 

3004. y +y' =sen* z. 

3005. y" —2y' 4+-5y=e*cos 2x. 

3006. Hallar la solución de la ecuación y” -W-4y=sen x, que 
satisface a las condiciones y=141, y' =1 para z=0), 

Resolver las ecuaciones: 

3007. == + 07 =Asen pt. Examinar los casos: 1) p*+0; 
2) p=0. 

3008. y” —T7y' + 12y = —e*”. 

3009. y"— 2y' =1x*—1. 

3010. y” —2y' + y =2e*. 

3011. y” —2y' =e** + 5. 

3012. y"-—2y' —8y =e*—8cos 2z. 

3013. y + y =5x4-2e*. 

3014. y" —y' =2x— 1 —3e”, 

3015. y +2y +y=e* --e7?. 

3016. y”--2y' + 10y =sen 31 +.e*. 


3017. y —4y +4y=2e" 45. 

3018. y" —3y' =x-|-cos 2. 

3019. Hallar la solución de la ecuación y”—2y' =e*" 4x1, 
que satisface a las condiciones: y= + , y =1 para =0. 


Resolver las ecuaciones: 
3020. y" —y= 2 sen z. 


3021. y” — 4y =e*” sen 2. 
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3022. y” —4y = 2 sen 2x— 3 cos 27 +41. 
3023. y —2y' + 2y =4e* sen z. 

3024. y” =xe* + y. 

3025. y”-| 9y =2xrsenzx - xe$*. 

3026. y” —2y' —3y=x (14-e%). 

3027. y —2y' = 3x4 ¿xe”. 

3028. y" —4y' 7 4y = xe?", 

3029. y +2y' — 3y =21e -—(r ie. 
3030*%, y” + y=2rcosxc0s2zr. 

3031. y” —2y= 2xe* (cos z—son £). 


Valiéndose del método de variación de Jas constantes arbi- 
trarias, resolver las ecuaciones: 


3032. y” Ly-=tgxr. 3036. y" +y= «ET: 

3033. y” —y=etg x. SOFT. y - y= RA 

3034. yyy. 3038. a) y —y=thx; 
eN 


3039. y” -2y' -l- y = b) y” —2y = 4x?e**, 


E 
3039, Dos pesos iguales están colgsados del extremo de un 


resorte. Hallar la ecuación del movimiento que efectuará uno de 
estos pesos, si el otro se desprende. 


Solución. Supongamos que el aumento do longitud que experimenta 
el resorte bajo la acción de uno de los posos, en estado de reposo, es ¡igual 
a a y que la masa de dicho peso es m. Designemos con la letra zx la coor- 
denada de este peso, tomada en dirección vertical, a partir de la posición de 
equilibrio cuando sólo hay un poso. 

En este caso, 


2 
m _s == mg —k (x4-a), 
¿ mg E diz g 
donde, evidentemente, k ==> y Por consiguiente, aq * La solu- 


., E F g á . . . . 
ción gencral es r=C, cos y y ¿-FC2sen ) a + Las condiciones iniciales 
dx 


nos dan r=4 y > para ¿=0; de donde C¿=4a y Ca=0, y, por consi- 


guiente, 


A 
7=4C08S V rl 
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3040*. La fuerza que alarga a un resorte es proporcional al 
aumento de longitud del mismo e igual a 1 kgf, para un aumento 
de longitud de 4 cm. Del resorte está suspendida una carga cuyo 
peso es de 2 kgf. Hallar el período del movimiento oscilatorio que 
recibirá esta carga, si se tira de ella un poco hacia abajo y des- 
pués se suelta. 

3041*. Una carga, cuyo peso es P=4 kgf, está suspendida de un 
resorte al que alarga en 4 cm. llallar la ley del movimiento de 
esta carga, si el extremo superior del muclle efectúa las oscila- 
ciones armónicas verticales y=2sen30í cm y en el momento 
inicial .la carga cstaba on reposo (la resistencia del medio se 
desprecia). 

3042. Un punto material de masa m, es atraído por dos cen- 
tros. La fuerza de atracción de cada uno es proporcional a la 
distancia (el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Hallar 
la ley del movimiento de dicho punto, sabiendo que la distancia 
entre los centros es de 2b, que en el momento inicial el punto 
en cuestión so encontraba en el segmento que une entre sí dichos 
centros, a una distancia c del punto medio del mismo y que su 
velocidad era igual a cero. 

3043. Una cadena de 6 m de longitud se desliza, sin roza- 
miento, desde un soporte hacia abajo. Si ol movimiento se inicia 
en el momento cn que del soporte cuelga 1 m de cadena ¿cuánto 
tiempo tardará en deslizarse toda la cadena? 

3044. Un tubo largo y estrecho gira con una velocidad angular 
constante «w alrededor de un eje vertical porpendicular a él. Una 
bola, que se encuentra dentro de dicho tubo, se desliza por él 
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con 
relación al tubo, considerando que: 

a) en el momento inicia],Ja bola se cnconiraba a una distan- 
cia a del eje de rotación y su velocidad en dicho momento era 
igual a cero; 

by en el momento inicial, la bola se encontraba en el eje de 
rotación y tenía una velocidad inicial de v,. 


$ 13, Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior al 2*, 
con coeficientes constantes 


1%. Ecuación homogénea. El sistema fundamental de soluciones 
Yi» Y2» -«-. Yn de la ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes 


y MH ay"D4... ani any =0 (1) 


se construye sobre la hase del carácter que tienen las raíces de la ecuación 
característica 


Par Rp dean =0. (2) 
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Es decir: 1) si k es una raiz real de la ecuación (2) de grado de multipli- 
cidad m, a ésta le corresponden m soluciones lincalmente independientes 
de la ecuación (1): 


y] ekx, yy=xeltx, E Ym =xm=1ghx; 

2) si a x+6i es un par do raices complejas de la ecuación (2) de grado 
de multiplicidad m, a éllas les corresponden 2m solucionos linealmente 
independientes de la ccuación (1): 

y =e% cos fx, ya=e% sin Br, yg=xe“ cos fx, y¡=xe * sen Pz, ... 

cs Yom =P 1e% cos Pr, Yan, =2"=1% sen fiz. 


2. Ecuación no homogénea. La solución particular de lu 
ecuación no homogénea 


y 4ayiD+... +4 + 0ny =Í (2) (3) 
se busca basándoso en las reglas del $ 12, 2? y 3”. 
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 
3045. y” — 13y" -1-12y' =0. 3058. y!Y-+2y” +y=0. 
3046. y”— y = (). 


3059. yM4 Pya-0 4 
3047. y" + y = 0. 


3048. y!Y 1-2y”=0. E 
3049. y"—3y"+3y' — y =0. o 

3050. y!V-+ 4y=0. E 
305t. y'W+4-8y" + 16y =0. 3060. y!V --2y” + y” =e*. 

3052. yWW+4 y' =0. 3061. ylV--2y” + y" =a?. 

3053. yV-—2y"+y=0. 3062. y”—y=x -—d. 

3054. ylV —aly =0. 3063. ylY + y” =c054z. 

3055. y YY — 6y" + 9y =0. 3064. y” +y"=x?*+1-4-3zxe*. 
3056. yIY +aty” =0. 3065. y +y"+y +y=zxe. 
3057. IV +2y"+y=0. 3066, y"+y =tgxscez. 


3067. Hallar la solución particular de la ecuación 
y +2y + 2y + y=2, 
que satisface a las condiciones iniciales y (0) = y” (0) = y" (0) =0.. 


S 14, Ecuaciones de Euler 


La ecuación lineal de la forma 
(ax +b)0 y 4 Ay (ax oyo yd... + Any (67 4D) y -+ Any =] (2), (1) 
donde a, b, Aj, »... An-1 An, Son constantes, se llama ecuación de Euler. 
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Para el recinto az+5>>0, introducimos una nueva variable indepen- 
diente £, poniendo: 
azr+b=e!. 
Entonces, 


d 2 
y! =ae”! = , y” =atc2l ( ca ) "] 


die de 


y 2 d Ñ 
y" =ade73l (Fr +2) y así sucesivamento, 


y la ecuación de Euler se transforma en una ecuación lineal con coeficien- 
tes constantes. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación z2y” +xy"+y=1. 
Solución. Poniendo z=ef, obtenemos: 


Y _ Y mn (E 5e) 


de dt? dx2 d2. de 


Por consiguiente, la ecuación dada toma la forma 


dy 
Ti 
de dondo 
y =C, cos ¿+ Casen t+1 
o sea, 


y =C, cos (In x)-+ Ca son (In 2) -P4. 
Para la ecuación homogénea de Euler 


Py MN Aa yOD + Ap ty" + Any 0) (2) 
cuando z>>0 se puedo buscar una solución de la forma 
y=x, (3) 


Poniendo en (2) y, y”, ..., y”, determinadas por la relación (3), obtenomos 
la ecuación característica, de la que se puede hallar el exponente k.* 

Si k es una raíz real do la ocuación característica, de grado m de mul- 
tiplicidad, a ella lo corresponderán m soluciones linoalmente independientes 


y =23%, yg=a?lnz, yg=af (nz, ..., ym=** (In z) "1, 


Si 4 + fi es un par de raíces complejas de grado m de multiplicidad, 
a ellas les corresponderán 2m soluciones linealmonto independientes 


yy =2% cos (P 1n 2), yy =x* sen (P ln 2), yg=x* In y cos (f In 2), 
va==* In < sen (B ln 2), ..., Yom. =2* (In 2)771 cos (B la 2), 
Yara = 2% (ln 1)—1 sen (8 ln 2). 
Ejemplo 2. Rosolver Ja ecuación 
z3y”-3Iry' Y 4y=0. 
Solución. Ponemos 
y=2l; y =kxk1, y =k(k—1) 2*-2, 
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Haciondo la sustitución en la ecuación dada, después de simplificar por <*, 
obtenemos lu ecuación caracierística 


k2—¿4k4-4=0,. 
Resolviéndola, hallamos: 
k¿=k3=2, 
por consiguiente, la solución general será: 
y=C + Co din z. 
Resolvor las ecuaciones: 
3068. 2 HL 4302 4 y=0. 
3069. x*%y” —xy' —3y =0. 
3070. 224” + xy" + 4y =0. 
3071. 23y"—J3x%y" + Gxy' — 6y =0. 
3072. (3242) y" -7y' =0. 
3073. y =2. 
3074. y + 2424 =0, 
3075. x%y” —4xy' + 6y =x. 
3076. (1+2x) y'"—3 (1420) y' + 4y =(1 2. 
3077. Hallar la solución particular de la ecuación 
ay —y +y=2x, 
que satisface a las condiciones iniciales: y:=0, y =1 para x=1. 


S 15, Sistemas de ecuaciones diferenciales 


Método de eliminación. Para hallar la solución, por ejemplo, 
de un sistema normal de dos ecuaciones diferenciales de 4%” orden, es decir, 
de un sistema de la forma 


d d 
Dotar Eeton 2, 0 


resuelto con respecto a las derivadas de las funciones y y z que se buscan, 
derivamos una de ellas respecto a xs. 'Penemos, por ejemplo: 


dy _0f 0 of 
rr TT (2) 


Doterminando z de la primera ecuación del sistema (1) y poniendo la 
expresión obtenida 


=p (2 y E) (3) 
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en la eceación (2), obtenemos una ecuación de 2” orden con una función 
incógnita y. Resolviéndola, hallamos: 


y =Y (z, Ey, Eo), (4) 
donde Cy y C2 son unas constantes arbitrarias. Poniendo la función (4) en 
la fórmula (3), determinamos la función z sin necesidad de nuevas integra- 
ciones. El conjunto de las fórmulas (3) y (4), donde y se ha sustituido 
por y, da la solución general del sistema (1). 


Ejemplo. Resolver el sistema 


dy 
Í de 1H 4 m1 + á4x, 


| 
| 3 


Solución. Derivamos la primera ecuación con respecto a z: 


dy du dz 
ri TA 


Despejando : en la primera ecuación lenemos 


:= (144 e 8 24) 


dz 
y poniendo este valor on la segunda, tendremos: 
dia 3 1 3 ií dy 
== == pa 
dy ZEPA TA 


d dd 
Poniendo los valores de z y de — on la ecuación obtenida después de 


derivar, llegamos a la ecuación de 2% orden con una incógnita y: 


d%y dy 
MniOA- AQ lord AQUI = —(7%—4 : 
00 + By Ox +3, 


Resolviéndola, hallamos 
y =C e Eje id rl, 
y entonces d 
za 1 y ' Ca - 1 Y 
TA (1 + 4z DTS 2y) = —= 618% +32 e E—==y 5%, 
De forma análoga puede procederso en el caso de sistemas de mayor 


número de ecuaciones. 


Resolver los sistemas: 


d d 
o , SL =y +52, 
3078. 4 ,, 3079. |, 
kar 0 | E +y+32=0. 


251016 


386 


3080, 


3081. 


382. 


3083. 


3084. 


3085. 


Ecuaciones 
d 
ás —3IY—2, 
l dz 
Ca 
(de 
| dt =P 
d 
] 3 =3, 
| dz 
d 
vt 
1 
y 2 +2, 
d 
| Le oy, 
-d 
da Yer 
d 
== t+y+az 
ne + 2y-+2=w8en x, 
se 4y—22=C037. 
E Y 4 3y+442=2x, 
dz 
E 


y=0, z=0 para x=0. 


3091**. Un proyectil sale del cañón con una velocidad inicial vs, 
formando un ángulo a con el horizonte. Hallar la ecuación del 
movimiento de esto proyectil, tomando la resistencia del aire pro- 
porcional a la velocidad. 


3092*. 


diferenciales 
dz 
| y +36t= =0, 
3086. + 
dy y t 
7 +21x—y+2e =0; 
z=0, y=4 para ¿=0. 
y _Y 
dez ' 
3087. A 
| di = YY 
. * dz dy de dz. 
3(188 4) 34 3xy? 2ya— 2y*: 3 
dr dy Aa 
b) I—yYy rt+y de 
q E = ; 
Y=2 1. Ly 
destacar la curva integral que 
pasa por el punto (1; 1; —2). 
Y uz=1, 
du 
3089. E a 
áz 2 
Ñ Ro ay=Inz. 
+ 2y+4z=0e", 
2 
3090. [( 
E , 
[rr 


Un punto material M es atraído por un centro O con una 


fuerza proporcional a la distancia que los Separa. El movimientocomien- 
za en el punto A, a la distancia a del centro, con una volocidad inicial 
voy, perpendicular al segmento OA. Hallar la trayectoria dol punto /4. 


S 16, Integración de ecuaciones diferenciales mediante series de potencias 


Si uo es posible E 
ciones olementales, su 


de serie «de potencias 


co 


y= $, En (1 — xp)”. 


n=0 


rar una ecuación diferencial valióndose de fun- 
olución puedo buscarse en ciertos casos en forma 


(1) 
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Los coeficientes indeterminados c, (r=0, 4, 2, ...) se hallan poniendo la 
seríe (1) en la ecuación e igualando los coeficientes que corresponden 
a potencias iguales del binomio r—xo¿ en ambos miembros de la igualdad 
así obtonida. 

También se puede buscar la solución de la ecuación 


y" =1 (x, y); donde y (20) = 4.0, (2) 
en forma de serie de Taylor 


A 
(12) 2 (ap), (5) 
n=0 


donde yizo)=Yo: Y (20 =Í (zo, Yo) y las siguientes derivadas y” (xp) 
(n=2,3,...) se hallan sucesivamente derivando la ecuación (2) y susti- 
tuyendo z por 0l número zp. 

Ejemplo 1. Hallar la solución de la ecuación 


y” —zy=0, 


si Y =Uo, Y' =Yo Para e=0. 
Solución. Ponemos 


y=o+arho. peto, 
de donde, derivando, obtenemos: 
y 24094320324... Fn(n—4) epa?24 (n 1) nep y 214 
| + (142) (+4) carga... 
Poniendo y e y” en la ecuación dada, llegamos a la identidad 
[2.4024 3-2030 +... En (1—4) cpa?2 (a 4 1) nep ¿42714 
+(a42) (144) end] a [co ee... Pope ...] 50, 


Reuniendo en ol primer miembro de la igualdad obtenida los términos que 
tongan z con igual exponente e igualando a coro los coeficientes que corres- 
ponden a estos exponentes, tendremos 


a 


(9 


4-3c,—c¿=0, 4=795 9-4 —c9=0, 


ca=0; 3-20 —ep9=0, y: 


En general, 
€, c 


se 9 SS 1 
RE EI Tear TETAS e SO E PUE SET TE 
Car+o =0 (k=1, 2, 3, E 


Por consiguiente, 


q3 yO q3h 
Y => co (+33 3+ UE ES ) + 


zd y qoR+1 
ta (tato tar arte) 
donde co=Yo0 Y C¿= yg" 
23" 
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Utilizando ol criterio de d'Alembert es fácil comprobar, que la seric (4) 
es convorgente para — co <z<-+$00. 


Ejomplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
y =r+y; Yo==y(0)=1. 
Solución. Ponemos, 


a ey Yo ,.21 YO 3 
y Vo + YH pag ts. 


Tenemos, yo=1, y¿=0+1=1. Derivando los dos miembros de la ecuación 
y' =2+y, hallamos consecutivamento y"=14+Yy", yi=1+1=2, y”=y", 
yo =2, ete. Por consiguiente, 


2 2 
= 1 XX a — ¿3 ... » 
y E + =p + 31 | 


Para ol ejemplo que examinamos, la solución encontrada se puede escribir 
en la forma definitiva 


y=1+:2+2(e*—1—2x) O bien, y =2e*—1—zx. 
Análogamente debe procederse cuando se trate de ecuaciones diferencia- 
les de órdonos superiores. La investigación de la convergencia .de las series 


abtenidas, en general, es complicada y no se considera obligatoria al resol- 
ver los problemas do este parágrafo. 


Hallar, valiéndose de serics de potencias, las soluciones de las 
ecuaciones siguientes, con las condiciones iniciales que se indican. 


En los N”. 3097, 3098, 3099 y 3101 investigar la convergen- 
cia do las soluciones que se obtengan. 


3093. y =y4-2?%; y=—2 para z=0. 

3094. y =2y+z—1; y=yYyo para r=1. 
3095. y' =y?4- 23; => para z=0, 

3096. y' ==2?—y?; y=0 para z=0. 

3097. (1Í— uy =1+x—y; y=0 para x=0. 
3098*. zy"+y=0; y=0, y =1 para x=0. 
3099. y +zxy=0; y=4, y' =0 para x=0, 


3100*. y =£y +y=0; y=1, y =0 para z=0. 
3101*. y+ty+y=0; y=4, y =0 para z=0. 


3102. SE +acost=0; zT=4; E =0 para t=0. 
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$ 17. Problemas sobre el metodo de Fourier 


Para hallar la solución do una ecuación diferencial lineal homogénea, 
en derivadas parciales, por el método de Fourier, se buscan primeramente las 
soluciones particulares de esta ecuación de tipo especial, cada una de las 
cuales representa de por sí el producto de funciones que dependen de un 
solo argumento. En el caso más simple, se tiene un conjunto infinito do estas 
soluciones un a 2, ...)» linealmente independientes para cualquier 
número finito de ellas y que satisfacen a las condiciones de contorno dadas. 
La solución u que se busca. se representa en forma de serie, de estas solu- 
ciones parciales: 


= Y Cano (1) 


n=1 
Quedan por determinar los coeficientes C,, que se hallan partiendo de las 
condiciones iniciales. 


y 


L 
2 
Fig. 107 


Problema. El desplazamiento transversal u=u (x, t) de los puntos 
de una cuerda, cuya abscisa es z en el instante £, satisfaco a la ecuación 


du uy 
sa"? (2) 


donda 2 Lo (To es la tensión y p la densidad lineal de la cuerda). Hallar 


la forma que tendrá esta cuerda en un instante £, si sus extremos z=0 
y z=1 están sujetos y en el instante inicial £=0, la cuerda tenía la forma 


de la parábola u = a (¿—2) (fig. 107) y sus puntos tenían una velocidad 


igual a cero. 

Solución. De acuerdo con las condiciones del problema se pide 
hallar una solución u ==u (x, t) de la ecuación (2), que satisfaga a las condi- 
cionos del contorno: 


u(0, 1)=0, u(!, £)=0 (3) 


y a las condiciones iniciales: 


u (5, )= 102) ui (x, 0)=0, (4) 


Buscamos las soluciones, distintas de cero, de la ecuación (2) de tipo 
ospecial 


u=X (x) T (£). 
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Poniendo esta expresión on la ecuación (2) y separando las variablos, obte- 
neMmos; 
T"(t) _ X"(z) 
AT) Xx) ' 
Como las variables z y t son indopendientes, la identidad (5) solo será 
osiblo on el caso cn que el valor total de la. relación (5) sea constanto. 


esignando esta constante por medio de — 4*, hallamoz dos ecuaciones 
diferonciales ordinarias: 


7” (1) 4(002-7 ()=0 y X" (2) 419X (2) =0, 
Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos: 


T (1) =A cos aht +B sen aht, 
X(7)=CcosAr+Dsen Az, 


donde A, B, C, D, son constantes arbitrarias. De las condiciones (3) tone- 
mos: X(0)=0 y X(1)=0, por consiguiente, C=0 y sea Al=0 (ya que D 
ler 


no puede ser igual a coro al mismo tiempo que C). Por esto, A ; 


donde *k es un número entero. Es fácil comprobar, que no so pierdo gene- 
ralidad si se toma para k únicamente los valores positivos (k=1, 2,3, ...). 
A cada valor de A; le corresponde una solución particular 


¿ ¿ 
que satisface a las condiciones del contorno (3). 
Formamos la serie 


ES 
k 
u=>, (4, cos ken + B, sen E ) sen $ : 
h=1 


Up = (4 cos En ¿+ B, sen dot +) sen dl : 


l ¿ ¿ 


cuya suma, es evidente, que satisface a la ecuación (2) y a las condiciones 
del contorno (3). 

Elijamos las constantes Ag y Ba de modo que la suma de la seric 
cumpla Jas condiciones iniciales (4). Corao 


du _N kasi 
TS ¿ 
Kk=1 


(—ar EN kant kasí na nz 


j +- By cos j 


uponiendo £=0, obtenemos: 


00 
kaz 4h 
u (2, 0)= A) 30n j = Sy r(l—x) 
Pan 1 
w 
du (2, 0) ES kax kaz 
RE —p7 Ba sen 7 =0, 
a] 


Por consiguiente, para determinar los coeficientes Az y Bx hay quo desa- 
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rrollar en serie de Fourier de senos la función u (x=, 0) L li—x) y la 


e Ba, 0) 
función FT = 0 


De acuerdo con las fórmulas ya conocidas (cap. V1Il, $ 4, 3%, tenemos: 


1 
2? 4) knz 32h 
A=>3 p Se z (1— zx) sen 7 de * 


si hos impar, y Ap=0, si k os par; 
¿ 
Ba=F 0-sen qa 
l l 
0 


kaxt 


7 dr=0, Bph=0. 


La solución buscada será: 
o 0s(2n+1) ax 
ea 32h ¿ Sn (2n+1) nx 
a 4 (2n +1 PAS 
ne 


3103*, En el instante inicial ¿=0, una cuerda, sujeta en sus 
extremos z=0 y z=1, tenía la forma de la sinusoido u = Á sen + 


siendo la velocidad de sus puntos igual a cero. HaMar la forma 
de esta cuerda en el instante £. 
3104”. En el instante inicial ¿=0, a 0 es de una cuerda 


rectilinea Ó <zx< l se Jes dio una velocidad de == 1. Hallar la forma 


que tendrá esta cuerda en el instante t, si e ireraba r=0 y r=l 
están sujetos (véase el problema 3103). 

3105*. Una cuerda, cuya longitud es ¿=100 cm, está sujeta por 
sus extremos z=0 y z=1¿. En el instante inicial se tira de ella, 
cogiéndola por el punto z=50 cm, y se separa de su posición 
normal hasta una distancia h=2 cm y después se suelta sin 
empujarla. Determinar la forma de esta cuerda en cualquier instante £. 

3106*. Al vibrar longitudinalmente una varilla recta, delgada 
y homogénea, cuyo eje coincide con el de OX, el desplazamiento de 
su sección transversal u=u(zx, t), de abscisa xr, en el instante £, 
satisface a la ecuación 

0u y Pu du 
E 


donde ar=£ (E es el módulo de Young y p la densidad de la 


varilla). Determinar las vibraciones Jongitudinales de una varilla 
horizontal elástica, cuya longitud es ¿=100 cm, que, estando 
sujeta por uno de sus extremos, z=0, y estirándose por el otro 
x=400, una longitud Al=4 cm, se suelta después sin empujarla. 
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3107. Para la varilla recta homogénea, cuyo ejo coincide con 
el de OX, la temperatura u=u(x, t) de su sección de abscisa x, 
en un instante £, cuando no existen fuentes do calor, satisiace 
a la ecuación de la conductividad calorífica 
du 2.2 d0n 
ET 


donde a es una constante. Determinar la distribución de la dem- 
peratura en una varilla de 100 cm de longitud, para cualquier 
instante £, si se conoco la distribución inicial de aquélla 


u (x, 0) =0,01x (100— 2). 


Capitulo X 


CALCULOS APROXIMADOS 


$ 1. Operaciones con numeros aproximados 


1%, Error absoluto. El error absoluto de un número aproximado a, 
que sustituye a un número exacto A, es el valor absoluto de la diferencia 
entre ellos. El número A, que satisface a la desigualdad 


[A—a|< A, (1) 


rocibe cl nombre de limite del error absoluto. El númoro exacto A se halla 
entre los límites a—A < 4 < 4 +4, 0, más abroviadamente, A=a +4. 

2. Error relativo. Se entiende por error relativo de un número 
aproximado «a, que sustituye a un número exacto A(47>0), la razón dol 
error absoluto del número a al número exacto A. El número Ú, que satis- 
face a la desigualdad 

pa=el 


se llama límite del error relativo del número aproximado a. Como práctica- 
mente A==a, como límite dol error relativo se toma con frécuencia el 


a A 
número db. 


3%. Número de cifras docimales exactas. Se dice que un 
número aproximado y positivo a, escrito en forma decimal ticno nr cifras 
decimales exactas en sentido estricto, si el valor absoluto del error de osto 


,? 4  ] . P . 
púmero no excede de s de la unidad decimal de orden enésimo. En este 


caso, cuando n >4, so puede tomar como límite del error relativo el número 


4 1 ya 
ó==>37 (47) 


donde k es la primera cifra con valor dol número a. Reciprocamente, si se 


4 n-— 1 j ] 
sabe que ¿<xernli0) el número a tendrá n cifras decimales 
exactas en sentido estricto. En particular, el número « tendrá con toda 


4 (1 y» 
seguridad »n cifras exactas cn sentido estricto, si 4 <= (7) : 


Si el orror absoluto do un númoro aproximado « no excede de una unidad 
decimal del último orden (como ocurre, por ej., con los números que resul- 
tan do las mediciones con exactitud hasta la unidad correspondiente), se dico 
quo todas las cifras decimalos de este múmero aproximado son exactas en 
sentido amplio. Cuando cl número aproximado tiene más cifras significativas. 
éste, si es el resultado final de cálculos, se redondea generalmente de tal 
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forma, que todas las cifras que se dejan sean exactas en sentido estricto 
o en sentido amplio. 

En lo sucesivo supondremos que, al escribir los datos iniciales, todas 
las cifras som exactas (siempre que no se advierta lo contrario) en sentido 
estricto. En cuanto a los resultados de los cálculos intermedios, éstos podrán 
tener una o dos cifras de reserva. 

Hay que advertir, que los ejomplos de este parágrafo, por regla goneral, 
representan de por sí los resultados finales de cálculos y, por consiguiente, 
las respuestas se dan en números aproximados que sólo contienen cifras 
decimales exactas. 

4%, Suma y rosta de números aproximados. El límite del 
error absoluto de la suma algébrica de varios números, es igual a la suma 
de los límites de los errores absolutos de estos números. Por esto, para que 
en la suma de una cantidad reducida de números aproximados, cuyas cifras 
decimales sean todas exactas, figuren solamente cifras exactas (por le 
menos en sentido amplio), hay que igualar todos los sumandos, tomando 
como patrón aquel que tonga menos cifras decimales, y dejar en cada uno 
de ellos, una cifra de reserva. Luego, se sumarán los números así obtenidos, 
como exactos, y se redondeará la última cifra de la suma. 

Si se trata de sumar números aproximados sin redondear, hay que pro- 
codor a su redondeo, conservando en cada uno de los sumandos una «o dos 
cifras do reserva, y luego regirso por las reglas a que mos hemos referido 
más arriba, reteniendo en la suma las cifras de reserva correspondientes 

asta terminar las operaciones. 


Ejomplo Í. 
215,21 4+-14,1824+-21,4=215,2 (1) + 14,1 (8) 4-21,4 =250,8. 
. — El error relativo de una suma de sumandos positivos no excodo al 
mayor de los errores relativos de sumandos. 

El error relativo de una resta no es fácil de calcular. Sobre. todo, cuando 
se trata de hallar la diferencia entre dos números próximos. 


Ejemplo 2. Al restar los números aproximados 6,135 y 6,131, con 
cuatro cifras exactas, obtenemos una diferencia de 0,004. El límite do su 
=y 0,001 +5-0,001 
error relativo es igual a 6 =-—— 97 — 770,23; por consiguien- 


) 
te, ni una sola de las cifras de la diferencia es ciorta. Por esta razón, 
debon evitarso, siempre que esto seca posible, las restas de números apro- 
ximados, próximos entro sí, transformando, si es prociso, la expresión de 
que se trate de tal forma, que desaparezca esta operación. 

5% Multiplicación y división de números aproxima- 
dos. El límite del error relativo del producto y cocionte de números 
aproximados es igual a la suma de los límites de los errores relativos 
de estos números. Partiendo de esto y aplicando la regla sobre el número 
de cifras exactas (3%), on la respuesta se conservará únicamente un número 
determinado de cifras. 


Ejomplo 3, El producto de los números aproximados 25,3.-4,12= 
= 104,236. 

Suponiendo que todas las cifras de Jos factores scan exactas, obtendre- 
mos, quo el límite dol error relativo dol producto será 


1 


=37 


0,01 + 5001 == 0,003. 
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De donde, el número do cifras exactas dol producto será igual a tros 
y el rosultado, si es definitivo, deberá escribirse así: 25,3.4,12 =104, o más 
exactamente, 29,3-4,12=104,2 3- 0,3, 

6% Elevación a potencias y extracción de raícos de 
números aproximados. El límite del error relativo de la potencia 
emésima de un número aproximado a, es igual al múltiplo m-simo del 


límite del error de este número. : 
Il límite del error relativo de la raíz m-sima de un número aproxi- 


imado a, es igual a — parte del límite del orror relativo del número a. 


7%. Célculo del error resultante de diversas opora- 
ciones con números aproximados. Si Aa,,...,Ae, son Jos 
límites de los crrores absolutos de los números aproximados 8y,..., ln, 
el límite del error absoluto AS del resultado 


S=f (21, ...y da) 
se puede valorar aproximadamente por la fórmula 
0f 


ES 0 
AS = da, Ar... Tan An. 
lin este caso, el límito del orror relativo S será igual u 
AS 0f | Acs Of | An 
ÓS"= = | — e ... — = 
IN E ETE 
_[dlnf ólnf 
== Mayo +] | 60, 


Ejemplo 4. Calcular S =1n (10,3+"//4,4); los números aproximados 
10,3 y 4,4 tienen todas las cifras exactas. 
Solución. Calculamos primeramente el límite del error absoluto AS 


= 1 1 AD 
en su forma general: S =1n (a+ Vb), AS = yla 75) Tene- 


4 A 
mos Aa=Ab *x 50 V4,4= 2,0976 ...: dejamos 2,1, ya que el error relativo 


, S ná a 4 1 4 
del número aproximado Y/4,4 es igual a =3 =p + el error absoluto 
1 4 
será entonces =2- =p :8s decir, de las décimas se puede estar seguro. 


Por consiguiente, 
1 1 1 í 1 1 13 eS 
ASS FE (+21) = AR (1 +23) =2507 = 0.005. 
Lo que significa que las centésimas son exactas. 
Ahora procedemos al cálculo con una cifra de roscrya: 


lg (10,34 Y 4,4) = 1g 12,4=1,093; la (10,34 1/4,4) == 1,093-2,303 = 2,517. 


Obtenemos la respuesta: 2,52, 

8% Determinación de los errores tolorables en los 
números aproximados cuando se fija el] error que 
puedo tener el resultado de las operaciones que con 


ellos se efectúan. 
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Aplicando las fórmulas del punto 7, cuando se dan los valores de AS 
y de áS, y considorando iguales entre sí todas las diferenciales parciales 


4) 0 
Ls, Aa, O las cantidados | ¿2 Te calculamos los errores absolutos 
q E 
tolerables Aa,, ..., Ata, ... de los números aproximados a;,,...,4p,... que 


intervienen en las operaciones (principio de la igualdad de influencias). 

Debe advertirse, que en ciertas ocasiones no es conveniente emplear ol 
principio de la igualdad de influencias en el cálculo de los errores tole- 
rables de los argumentos de las fuaciones, ya que ésto puede presentar 
exigencias prácticamente imposibles de satisfacer. En estos casos se reco- 
micnda redistribuir los errores de la forma inás racional, si ello es posible, 
de modo que el error total no excoda la cantidad dada. Es decir, el pro- 
blema usí planteado, propiamente hablando, es indeterminado. 


Ejemplo5. El volumen de la «cuña cilíndrica», es decir, del cuerpo 
truncado del cilindro circular por un plano, que pasando por el diámetro 
de la base, igual a 2R, forma con ella un ángulo «a, se calcula por la fór- 


mula V=3 Re tg a. ¿Con qué precisión debcrán medirse el radio AR -= 60 cm 


y el ángulo de inclinación a, para que el volumon de da cuña cilíndrica 
pueda conocerse cor una exactitud hasta de 1%? 


Solución. Si AV, AR y Aa son los límites de los errores absolutos 
de las magnitudes V, R y a, el límite del error relativo del volumen V 
que se calcula será 
Ñ 3AR ¿Aa _ 1 
== H7 TF son Za“ 100 


2 3 ade 28a _ 1 
Suponemos —— «777 Y ada 30: De donde 


_ R 60cm , 
AR<-=Gw 70 =4 mm; 


pa A < de radián y 9", ] 


Do esta forma, aseguraremos la exactitud del 1% que se nos exigíu, si 
medimos el radio con una precisión hasta de 4 mm y el ángulo de incli- 
nación a, con precisión hasta do 9". 


3108. Como resultado de mediciones se han obtenido los si- 
guientes números aproximados, con todas las cifras escritas exactas 
en sentido amplio: 

a) 12%07'14”; b) 38,5 cm; c) 63,215 kg. 

Calcular sus errores absolutos y relativos. 

3109. Calcular los errores absolutos y relativos de los núme- 
ros aproximados, con todas las cifras escritas exactas en sentido 
estricto: 

a) 241,7; b) 0,035; «) 3,14. 

3110. Determinar el número de cifras exactas *) y escribir en la 
forma que corrosponde los números aproximados siguientes: 


*) Las cifras exactas se entienden en sentido estricto. 
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a) 48,361 con precisión de un 1%; 

b) 14,9360 con precisión de un 1%; 

c) 592,8 con precisión de un 2%. 

3111. Sumar los siguientes números aproximados, con todas 
las cifras escritas exactas: 

a)25,386 + 0,49 + 3,104 0,0; 

b) 1,2- 1024 441,72 -/+-0,09; 

c) 38,1 42,04 3,124. 

3112. Efectuar la resta de los siguientes números aproximados, 
con todas las cifras escritas exactas: 

a) 148,1 —63,871; b) 29,72 — 11,25; c) 34,22— 34,21. 

3113*. Calcular la diferencia entre las áreas de dos cuadrados, 
cuyos lados, según las mediciones, son iguales a 45,28 cm 
y 15,22 cm (con exactitud hasta de 0,05 mm), 

3114. Calcular el producto de los siguientes números aproxi- 
mados, con todas las cifras escritas exactas: 

a) 3,49-8,6; b) 25,1-1,743; c) 0,02-46,5. 

Indicar los límites probables de los resultados. 

3115. Los lados de un rectángulo son iguales a 4,02 m y 4,96 m 
(con precisión hasta de 4 cm). Calcular el área de este rec- 
tángulo. 

3116. Calcular el cociente de los números aproximados siguien- 
tes, cuyas cifras escritas son todas exactas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; c) 216: 4. 

3117. Los catetos de un triángulo rectángulo son iguales 
a 42,10 cm y 25,24 cm (con precisión hasta 0,04 cm). Calcular 
la tangente del ángulo opuesto al primer cateto. 

3118. Calcular Jas potencias que se indican de los siguientes 
números aproximados (las bases de las potencias son exactas on 
todas las cifras escritas): 

a) 0,4158%; b) 65,2%; ec) 1,85?. 

3119. El lado de un cuadrado es igual a 45,3 cm (con preci- 
sión hasta 4 mm). Hallar el área de dicho cuadrado. 

3120. Calcular el valor de las siguientes raíces (los números 
subradicales son exactos en todas las cifras escritas): ” 

a) Y 2,715; b) Y 65,2; c) Y 31,1. 

3121. Los radios de las bases y la generatriz de un cono 
truncado son iguales respectivamente a R=23,64 cm + 0,01 cm; 
r=17,31 4. 0,01 cm y ¿10,21 cm + 00,1 cm; el número 1 =3,14. 
Calcular, según estos datos, la superficie total de este cono trun- 
cado. Acotar los errores, absoluto y relativo, del resultado. 

3122. La hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual 
a 15,4 cm + 0,1 cm; uno de los catetos es igual a 6,8 em + 0,1 cm. 
¿Con qué exactitud se pueden calcular, con estos datos, el otro 
cateto y el angulo agudo adyacente a él? Hallar sus valores. 
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3123. Calcular el peso específico del aluminio, si un cilindro 
de dicho metal, de 2 cm de diámetro y 14 cm de altura, pesa 93,4 g. 
El error relativo de las mediciones lincales es igual a 0,01 y e) 
de la: determinación del peso, 0,001. 

3124. Calcular la intensidad de la corriente, si la fuerza 
electromotríz es igual a 221 voltios + 1 voltio y la resistencia, 
809 ohmios +4 ohmio. 

3125. El período de oscilación de un péndulo de longitud l es 


jgual a 
¿ 
7 =2n V=. 


donde g es la aceleración de la gravedad. ¿Con qué precisión debe 
medirse la longitud de un péndulo, cuyo período de oscilación 
es, aproximadamente, de 2 seg, para conocer este período de oscila- 
ción con un error relativo del 0,5%? ¿Con qué exactitud deben 
tomarse los valores de nm y de g? 

3126. Se necesita medir, con una precisión del 4%, el área 
de la superficie lateral de un cono truncado, los radios de cuyas 
bases tienen respectivamente 2 m y 4 m y la generatriz 3 om 
(aproximadamente). ¿Con qué precisión se deben medir los radios 
y la generatriz y con cuántas cifras debe tomarse el número 

3127. Para determinar el módulo de Young por la flexión de 
una varilla de sección rectangular se omplea la fórmula 


EA 
— 4 d8by ? 


donde | es la longitud de la varilla; b y d, la base y la altura 
de la sección transversal de la misma; s, la sagita de flexión y P, 
la carga. ¿Con qué precisión deberán medirse la longitud l y la 
sagita s, para que el error de £ no exceda del 5,5%, con la con- 
dición de que P se conoce con una precisión hasta el 0,1% y las 
magnitudes d y 5 con precisión hasta el 1%; 1250 cm y s 2,59 cm? 


$ 2 interpolación de funciones 


14%, Fórmula de interpolación de Newton. Sean Zo, tq, +... 
..., Zp los valores tabulares del argumento, cuyas diferencias, h=Azx; (Ax; = 
= 244% ¿=0, 1,... n-—1), son constantes (intervalo de la tabla) € Yo, 
Vas « «y Yn, los correspondientes valores de la función y. En este caso, el 
valor de la función y, para un valor intermedio del argumento x, se da, 
aproximadamenté, por la fórmula de interpolación de Newton: 


y—v+9-0y0+ 19 Atyo+... e isa OR Ayo, (1) 


R 


donde == y AYyo=Y¡—Yo» AlYo= AY: — AYo -.. Son las sucesivas dife- 
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rencias finitas de la función y. Para z=zx;(i=0, 1,..., n), el polinomio (1) 
toma los valores correspondientes de la tabla y,(i=0, 1,...,n). Como 
casos particularos de la fórmula de Newton se obtienen: para n==f, la 
interpolación lineal y para n==2, la tnterpolación cuadrática. Para facilitar 
ol uso de la fórmula de Newton, se recomienda formar previamente las 
tablas de las diferencias finitas. 


Si y==f(x) cs un polinomio de n-simo grado, 
A”y¡=const y A”+iy,=0 


y, por consiguionte, la fórmula (1) es exacta. 

En el caso general, si f(x) tiene una derivada continua f("+D (x) en el 
segmento [a, b], que contiene los puntos zg, y, ..., Tn y Y, el error de la 
órmula (1) será igual a 


n 
o (qt)... (q—i+14) 

Ra (2)=y— >) ad METER a 
=0 


= )p2n+1 q O fot), (2) 


donde E es un valor intermedio doterminado entre x;(¿=0, 1, ...,n) y x. 
En la práctica se utiliza una fórmula aproximada más cómoda: 


n+1 
Br (e) Ha 1001): + (4). 


Si se puedo tomar cualquier número n, éste deberá elegirse de tal 
forma, que la diferencia A*+lyy sea =0 dontro de los límites de exactitud 
dada. En otras palabras, tas diferencias A”yy deben ser constantes en los 
órdenes decimales que se dan. 


Ejemplo 1. Hallar el sen 26%15', valiéndose de los'datos que dan 
las tablas: sen 26” =0,43837, sen 27% =0,45399 y sen 28 =0,46947. 


Solución. Formamos la tabla 


| AY; | A?y; 


t | Xi; | Y; 


0 26" 0, 43837 1562 —14 
1 27 0,45399 1548 
2 0,46947 


Aquí, h=560", qa A 


Aplicando la fórmula (1) y utilizando la primera línea horizontal de 


la tabla, tenomos 


(4-1) 


son 26%15' =0,43837 + + (),01362 + 25 — (0,0014) = 0,44229, 
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Acotamos el error Ra. Aplicando la fórmula (2) y teniendo en cuenta 
que [y 9) << 1, 31 y sen x, tenemos: 


Há) (4-3) 
ACA no y3_ 7 1 1 
[Rel 31 (530) = 1337387 710. 


Es decir, que todas las cifras dadas para el sen 26%15' son exactas. 

Valiéndose de la fórmula de Newton también se puede hallar el valor 
correspondiente del argumento z partiendo do un valor intermedio dado 
de la función y (interpolación inversa). Para esto, primeramente, se deter- 
mina el correspondiente valor de q, por el método de las aproximaciones 
sucesivas, suponiendo: 


y —Yo 
q == 
Yo 
y 
git ago — GOZA A (41). (40 —n +4) Ayo, 
, 2! Alo ni AYo 


(i=0, 4, 2,...) 
Por q se toma el valor común (¡con la exactitud dada!) de dos aproxima- 
ciones sucesivas q(M?=g("+D, De donde, z=zx¿+q-+4. 


Ejemplo 2. Valiéndoso de la tabla calcular aproximadamento la raíz 
de la ecuación sh z=5. 


Ay Aly 


2,2 4,457 1,009 0,220 
2,4 5,466 1,229 
2,6 6,695 


Solución. Tomando yo =4,457, tenemos: 


9— 4,407 0,543 Ñ 
00 1009 = 0.538; 
gogo y SUIS Ao 0,538-0,462 0,220 _ 
a Ayo 2 1,009 


= 0,538 +- 0,027 =0,565; 


go == 


=0,538 + 


0,565-0,435 0,220 


qe 0,3384 —_—— 1.009 = (3,538 + 0,027 =0,565. 


Do esta forma, se puede tomar 
x=2,2-+- 0,565 -0,2=2,24- 0,113 = 2,313. 
2. Fórmula de interpolación de Lagrango. En el caso 


ela el polinomio de enésimo grado, que para x.=x¡ toma los valores 
ados de y¿(i=0, 4,...,»), viene dado por la fórmula de interpolación de 
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Lagrange 
Ea) (6—2p) (4), y (ebro (220). -(e 20) 
(29 —21) (Eg — 29). . (Ep 3)  ' (21—2o) (2,4 —22). - (2, —2p) 
(20) (2424), (E — Th 4) (1 Th 44). + -(2— Ep) dios 
(Tx — Lg) (T4-24).. (24 — Ta) (1— Thy 4). + «(24 — 2,1) 
(2— 29) (221). - .(2—2p.1) 
(Ly — 20) [En — 4). - (Zn — Tp-4) 


y — Yi. 
Yn- 


3128. Dada la tabla de valores de z e y: 


lalsja 
y 


z E 
EE 12 | E 


[el 


e 


Formar la tabla de las diferencias finitas de la función y. 

3129. Formar da tabla de las diferoncias de la función y =x*— 
91224) 3—1, para los valores de r=1, 3, 5, 7, 9 y 141. Cercio- 
rarse de que todas las diferencias finitas de 3% orden son iguales 
entro si. 


3130*. Valiéndose de la constancia de las diferencias de 4 
orden, formar la tabla de las diferencias de la función y=x*— 


— 1074 24? + 32, para los valoros enteros de x< comprendidos 
en el intervalo 1 <x< 10. 
3131. Dada la tabla 


lg 1 = 0,000, 
le 2=0,301, 
lg 3=0,477, 
lg 4 =0,602, 
lg 5 =0,699, 


calcular, valiéndose de la interpolación lineal, los números: lg 1,7; 
lg 2,5; lg 3, 1 y lg 4,6. o 
3132. Dada la tabla 
son 10? 0,1736, sen 13 = 0,2250, 
sen 11? 0,1908, son 14? = 0,2419, 
sen 12” =0,2079, sen 15”=0,2588, 
completarla, calculando para ello, por la fórmula de Newton 
(para n=2), los valores de los senos cada medio grado. 
261016 
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3133. Formar el polinomio de interpolación de Newton para la 
función dada por la tabla 


L 


or 2 pala 


4 | 15 | 40 | 85 


NE 


3134*. Formar el polinomio de interpolación de Newton para 
la función dada por la tabla 


T 


2 |] o| 810 


50 | 83 


47 


y | 3 
Hallar y para x=5,59. ¿Para qué x será y = 20? 
3135. Una función está dada por la tabla 


E 


E 


y — 23 


25 | —8 ao 


Formar el polinomio de interpolación do Lagrange y hallar 
el valor de y para z=0. 

3136. Empíricamente se han determinado las magnitudos de 
la contracción de un resorte (x mm) en dependencia de las 
cargas (Pkg) que actáan sobre él: 


) 10 | 15 | 20 | 25 40 


T 


30 | 33 


P |49 |105]| 172 | 253 | 352 | 473 | 619 | 793 


Hallar la carga que produzca una contracción de 14 mm del resorte. 
3137. Dada la tabla do las magnitudes x e y 
A 


z 5 


SE 


> 


y | 1 3 | 25 | 109 | 381 


calcular ol valor de y para =0,5 y x=2: a) valiéndose de la 
interpolación lincal; b) por la fórmula de Lagrange. 
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$ 3. Calculo de las raices reales de las ecuaciones 


1% Doterminación de las aproximaciones iniciales 


de las raíces. La doterminación aproximada de las raíces de una 
ecuación dada 
f (2) "=0 (1) 


so divide en dos etapas: 1) la separación de las raíces, es decir, la detur- 
minación de los intervalos, lo más estrechos posibles, entre los que está 
comprendida una y sólo una raíz do la ecuación (1); 2) el cálculo de las 
raíces con ol grado de exactitud prefijado. 

Si la función f(x) está doterminada y es continua en ol segmonto 
[a, 5] y f(a)-$(5) < 0, en este segmonto [a, b] habrá por lo menos una raíz E 
de la ecuación (1). Esta raíz será indudablemente única, si f'(r)>0 
o f'(2)<0 para a< e < b. 

Para hallar aproximadamente la raíz E se recomienda construir la 
gráfica de la función y=f(x) en papel milimetrado. Las abscisas de los 
puntos de intersección de la gráfica con el ojo OX serán las raíces de la 
ecuación f(x)=0. A veces, es más cómodo sustituir esta ccuación por sa 
equivalente q(z) =w(x). Jntonces las raíces do la ecuación se hallan 
como a de los puntos de intersección de las gráficas y=q (x1) 
e y =vV (2). 

2% Regla de las partes proporcionales (método do 
las cuerdas). Si cn el segmento fa, b] se encuentra una raíz única E 
de la ecuación f(x)=0, donde la función f(x) es continua en dicho seg- 
mento [a, b], al sustituír la curva y=f(x) por la cuerda que uno los puntos 
(a; f(a)) y (b; f(b)), obtenemos la primera aproximación de la raíz 

f (a) 
0 — —_—_——— (da). 2 
SR ET e 


Para obtener la segunda aproximación cz, aplicamos la fórmula (2) a aquél 
do los segmentos [a, cy] o ley, b] en cuyos extremos la función f(x) tonya 
valores de signos contrarios. De la misma forma se construyen las yiguientes 
aproximaciones. la sucesión do los números ca (y=1, 2,...) converge 
bacia la raíz E, es decir 

lim c, =¿. 

Nn—>09 
El cálculo de las aproximaciones ci, Co, ..., por lo general, dobe continuarse 
hasta quo cesen de variar las cifras decimales que se conservan en la 
respuesta (¡de acuerdo con el grado de oxactitud dado!). Para las oporacio- 
nes intermedias deben tomarse una o dos cifras de reserva. Esta indica- 
ción tiene carácter general. 

Si la función f(x) ticne una derivada f'(x) continua y diferente do 

cero en el segmento [a, b], para acotar el error absoluto de la raiz aproxi- 
mada c,, se puede emplear la fórmula 


. fc 
lE—en1 Em, 


donde | 
p== min |f (z)1. 
acxsb 
3%. Método do Nowton (do las tangentos). Si f' (1) =0 


y /f" (2) +0 para a<z<b, siendo f(a)1(b) <0, f(a)f"(a) >0, las apro- 
26* 
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ximaciones succsivas 2, (n=0, 1, 2,...) de la raíz ¿ do la ecuación f (7)=0, 
se calculan por las fórmulas 


Í (Ln-_1) P 

£y34, 2p=2%7 HAL (n=1, 2,...). 3 

, *n n-1 j (Zn-1) ( 1 ) ( ) 

Cuando se cumplen cestas suposiciones, la sucesión z, (n=1, 2,...) es 
monótona, y 


lim x,=f. 
TR =>» 00 


Para acotar los errores se puede utilizar la fórmula 
| - |f(2n) 
an —E/< LEnL, 


donde p= min |f/'(<)|. 
asxsb 
En la práctica resulta más cómodo el empleo de fórmulas menos com- 
plicadas 


T q =4, Ln =%n-¡— af (2n-1) (n=1, 2, E A (33 


«londe a que dan, aproximadamente, la misma exactitod que la 
Jórmula (3). 

Si f(b) /" (b)>0, en las fórmulas (3) y (3") deberá suponerse zp =b. 
«4. Método de itoración. Supongamos que la ecuación dada se 
ha reducido a la forma 


z=0 (5), (4) 
dondo |9'(2)]<¿7< 1 (r es una constante) para a«<2<b, Partiendo del 


valor inicial do zp, pertenecionto al segmento (4, 5], formamos la sucesión 
de los números 2, Zu, ... Según la siguicute ley: 


2 =P (tp), Tp (Tp), ..., 29 =P (ny), -*- (5) 
Sia<ztn<b(n=1, 2, ...), el límite 
¿=lim 2, 
Ty$+009 


será la única raíz de la ecuación (4) en el segmento fa, b], es decir, 
xr, son las aprorimaciones sucesivas de la raíz E. ; pe 

La acotación del crror absoluto de la enésima aproximación de z, la 
da la fórmula 


a A 
(32 15 Lema nl. 


Por esto, si Ip Y Zp+1 coinciden com una exactitud hasta e, el límite del 
€ 


error absoluto do zx, será eS 
Para transformar la ecuación f(x)=0 a la forma (4) so sustitnye esta 
última por la ccuación equivalente 
x=zx— Aj (5), 


donde el número A +0 50 elige de tal forma, que la función z [x—Af (2)) = 


=4—)f' (2) sea pequeña en valor absoluto en las proximidades del punto 
Zo (por ej., se puede suponer que 1—Af" (xp) =0). 
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Ejemplo 1. Reducir la ccuación 2z—Inx—4=0 a la forma (4), si 
la aproximación inicial de la raíz ry=2,5. 


Solución. Aquí jf(z)=2x— In x—d; r=2Z. Escribimos la 


ecuación equivalente r=x—A(22—inz—4) y en calidad de uno de los 
valores convenientes de A tomamos 0,5, múmero próximo a la raíz de la 


ecuación 
1—A (2-4) 
z 


A 


1 0.0. 


0, es decir, a 


x==2,5 
La ecuación inicial se reduce a la forma 
z=zx— (0,5 (27 —1n x—4) 
o hbicn, 


2=2+-= la r. 


Ejemplo 2. Calcular con exactitud hasta 0,01 la raíz E do la ecua- 
ción precedente, comprendida entre 2 y 3. 


Cálculo de la raíz por el método de iteración. Apro- 
vechamos cl resultado del ejemplo 1, suponiendo xp=2,5. El cálculo lo rea- 
lizamos según las fórmulas (5), con una cifra de reserva. 


H=2 ty ln 2,5 = 2,458, 
2=2+>3 ln 2,458 = 2,450, 
ya 2+=> 1n 2,450 = 2,448, 


52 + In 2,448 «: 2,448. 
Es decir, ¿== 2,45 (el proceso de aproximaciones ulteriores puede darse po 
0 


terminado, ya que la tercera cifra decimal (las milósimas) so han fija 
Procedemos a acotar C] error. Aquí 


t 1 
p(2)=24 3 in 2 y q (2)=237: 


Considerando que todas las aproximaciones z, se encuentran en el segmento 
12,4; 2,5], obíenomos 


r=max | q” (2) l=357=02. 


Por consiguiente, el límite del error absoluto do la aproximación zz, de 
acuerdo con la observación hecha anteriormente, es 


0,001 
fA =5490t 0,001. 
Da esta forma, la raíz exacta E de la ecuación se encuentra entro los límites 
2,447 <E< 2,449; 


puede tomarse E==2,45, y todas las cifras de este númoro aproximado 
serán exactas en sentido estricto. 
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Cálculo de la raíz por el método de Newton. Aquí 
, 1 A 1 
f (2) =2x-—Inzx—4, f (2)=2-=, f ()=23 - 


(3) <0 


En el segmento 2<1<3 temomos: f' (2) >0 y 1” (2) >0; $(2)f 
apartado 3%, para 


y f(3)f” (3) >0. Por consiguiente, las condiciones del 
fp = 3, se cumplen. 
Tomamos 


Hacemos los cálculos por la fórmula (3”), con dos cifras do reserya 
7, =3-0,6 (2-3— In 3— 4— 2,4592; 
Ty = 2,4592 —0,6 (2-2,4592 —1n 2,4592 — 4) = 2,4481; 
73 =2,4481 —0,6 (2-2,4481 —In 2,4481 — 4) =2,4477: 
2¿ = 2,4477 —0,6 (2-2,4477 — ln 2,4477 — 4) = 2,4473. 

En osta etapa suspendemos los cálculos, ya que las cifras de las milé- 
simas no cambian más. Damos la respuesta: la raíz ¿=2,45. Omitimos la 
acotación dol error. 

5. Caso de un sistema de dos ecuaciones. Supongamos 


que hay que calcular, con un grado de exactitud dado, las raíces reales de 
un sistema de dos ccuacionos con dos incógnitas 


q (x=, y)=0, 
y supongamos también, que se tiene la aproximación inicial de una de las 
soluciones (E, n) de este sistema, =p, Y ==Yo» 
Esta aproximación inicial puede obtenorse, por ej., gráficamente, cons- 
truyendo (en un mismo sistema de coordonadas cartesianas) las curvas 


Ha, y)=0 y p(z, y)=0 y dotorminando las coordenadas do los puntos do 
intorsección de estas curvas. 


a) Método do Newton. Supongamos que el determinante funcional 
¡249 
0 (z, y) 


no so anula en las proximidades de la aproximación inicial z=xp, y= Yo: 
En este caso, por el método de Newton, la primera aproximación del resul- 
tado dol sistema (6) tiene la forma x,=4-+F%o Yi =Y0+Bo donde %g Bo 
es la solución del sistema de las dos ecuaciones lincales 


f (Lo, Yo) + ofx(Zo, Yo) +Bofy (zo, Yo) =0, 
P (Lo, Yo) -29Px (Zo. Yo) + Bopu (20. Yo) =0. 
La segunda aproximación se consigue por el mismo procedimiento: 
12=21+01 YY +PBr, 
donde «a,, f, es la solución del sistema de ecuaciones lineales 
(E, Y) Haz (ii, y) + By (21 Y) =0, 


P (24 Y) ajo (24, Y1) + Pavy (us, Y) =0. 
Análogamente se obtiene la tercera y demás aproximacionss. 
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b) Método do ite ración. Para la rosolución del sistema de ecua- 
"ciones (6) se puede emplear el método de iteración, transformando este s3is- 
tema a la forma equivalente 


r=fF (zx, y), 
y suponiendo, que S 
[FS DI+]D, (5 91<r<t 1F, (e 91+10,(5,9|<r<1 6) 


en un entorno bidimensional determinado YU, de la aproximación inicial 
(Zo, Yo), que contiene también la solución exacta (E, n) del sistema. 

La sucesión de las Aproximacionos (tn,+ Yan) (R==1, 2,...), que converge 
hacia la solución del sistema (7), o, lo que es lo mismo, hacia la solución 
dlel sistema (6), se forma según la siguiente ley: 


T¡= PF (Zo, Yo), Yy¡=0 (Zo, Vo)» 
zo=P (tj, yy),  Y2=0 (5, Yi), 
Tg= Í (La, Yo), yg=0 (o, Yo), 


(090 .»COO.BCECLIMm o UO£8q(q 8£z>—. na. 4. 0. . .. e. ms» 


Si todas las (tr, Yn) pertenecen a U, limz»=8, lim yn =1.- 
—b 


N->00 N->00 
Para transformar el sistema de ecuaciones (6) a la forma (7), cumpliendo 
la condición (8), se puedo recomendar el siguiente procedimiento. Examina- 
mos el sistema de ecuaciones 


[ af (z, y) + Bo (z, y)=0, 
vÍ (x, y) + 6q (x, y) =0, 
equivalente al sistema (6) con la condición de que | Ñl +0. Lo volve- 
mos a escribir de la forma: 

2=x4+- af (5, y) +Bq (z, y) = F (2, y), 

y =y +YÍ lz, y) + Óm (z, y) = Dz, y). 
Elegimos los parámetros a, B, y, 5, de modo, que las dorivadas parciales 
de las funciones F (zx, y) y D(z, y) soan iguales o próximas a cero para la 


aproximación inicial, es decir, hallamos a, f, y, 0, como solucionos aproxi- 
madas del sistema de ecuaciones 


1 +0. (Lo, Yo) FBO;. (To, Yo) =0, 

ly (Zo, Yo) + Bo; (Zo, Yo) =0, 

VÍ (Tor Yo) +00, (Zo, Yo) ==0, 

1 +, (To, Yo) + dp, (Zo, Yo) =0. 
Eligiendo de esta forma los parámetros «, f, y, Ó y partiondo de la 
suposición de qué las derivadas parciales de las funciones f(x, y) y p(z, y) 


varían relativamente dospacio en el entorno de la aproximación inicial 
(Zo, Yo), la condición (8) so cumplirá. 
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Ejemplo 3. Reducir el sistema de ecuaciones 


[ 224 y2=1=0, 


a—e=0 
a la forma (7), si la aproximación inicial de la raíz es zy.=0,8, yy 0,55. 
Solución. Aquí f(x, y)=224+y2—4, q (z, y) =235—y; $ (Zo, Yo) 1.6, 
fy, (Zo, Yo) =1, 13 Py (Zo 40) =1,92, py (Zo, Yo) = —1. 
Escribimos el sistema, equivalento al de partida, 
a+ B9—0=0. (fo Bl o) 
y (244 y1—=4)4-0(23—=y)=0, Y Ó 
en la forma 
=p a (22 y24)48 (2% —y), 
y =y + y (1224-y24)46 (23— y). 


Elegimos en calidad de valorcs numéricos convenientes de «a, $, y, 6, la 
solución del sistema do ecuaciones 


1+1,6 4+1,92 B=0, 
1,11 a—f$=0, 
1,6 y +1,92 3=0, 
1+1,1 y—8=0, 


es decir, suponemos a ==—0,3, B==—0,3, y =--0,5 y 90,4, 
En cesto caso, el sistema de ecuaciones 


( 2=2—0,3 (124 y2—1)—0,3 (13 —y), 

y =y—0,5 (144 y?—1)+0,4 (27 — y), 

equivalente al de partida, tiene la forma (7) y en un entorno suficiente- 
mente pequeño del punto (zo, yy) se cumplirá la condición (8). 


Por el procedimiento de pruebas, separar las raíces 'reales de 
las siguientes ecuaciones y, valiéndose do la regla de las partes 
proporcionales, calcularlas con aproximación hasta 0,01. 


3138. a—x-+ 1=0. 

3139, 1*-+0,51—1,55=0. 

3140. 4—¿r—1=0. 

Partiendo de las aproximaciones iniciales obtenidas gráfica- 


menle, calcular por el método de Newton, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: 


3141. 2—2a—5=0, 3143. 2%=4x, 
3142. 22—Inz—4=0. 3144. lgr=Z2. 
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Utilizando las aproximaciones inicialos encontradas pgrátfica- 
mente, calcular por el método de itcración, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: | 


3145. 14-33 --0,1=0. 3147. 13—x-—2=0. 
3146. 4x=co0sz. 


Hallar gráficamente las aproximacionos iniciales y calcular, 
con exactitud hasta 0,01, las raíces reales de Jas siguientes ecua- 
ciones y sistemas: 


3148. 4-—3x4 4 =0. 3154. + 2x—6=0. 
3149. 912430 —5=0, 3155. F+e4=0, 
3150. 4+22—21—2=0, 724 y2-1=0, 
ali 16=0 ds ia 
3152. 23+32—0,5=0. dl 
3153. 4x—7senz=0. dt | q A 


3158. Calcular, con exactitud hasta 0,001, la minima raíz 
positiva de la ecuación tgx=x. 

3159. Calcular, con exactitud hasta 0,0001, la raíz do la ecua- 
ción x-thr=1. 
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19 Fórmula de los trapecios, Para calcular aproximadamente 
la integral 
d 
Y 1) dz 
a 


(f(x) es una función continua cn [«, b]) se divido cl segmento do integra- 
b—a 


ción [a, b] on n partes iguales y se eligo ol intervalo del cálculo h= 


Suporigamos que x¿=zo+ ¿h(ry=4, tp=b, ¿=0, 1, 2,..., rn) son las absci- 
sas de los puntos de división y que y;¿=f(x,) son los correspondientes valo- 
res de la función subintegral y=f(x). Entoncos, por la fórmula de los tra- 
peolos, tenemos: 


b 
Vda (IR ado ch Una) 4» 
a 


con un error absoluto 
e 
En 7 (b—a)-Ma, 


donde Ma=máx. ff” (x)| para a<zx<b. 
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Para conseguir la exactitud dada e, al calcular la integral, se determina 
1 intervalo del cálculo h partiendo de la desigualdad 


128 
“STA * E 


es decir, h debe ser del orden Y/z. El valor de h así obtenido, se redondea 
por defecto de forma, que 
b-—a 


h 


sea un número quo nos dé el número de divisiones n. Dospués de deter- 
minar 2 y » por la fórmula (t), so calcula la integral, tomando los valores 
de la función subintegral con una o dos cifras decimales de reserva. 

27. Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). Si n es 
un número par, on las notaciones 1% es válida la fórmula de Simpson 


b 
A 


24 


Y) O 


== 2 


+2(Y2+ Ya + >-- +UYn-=2)) (3) 
<on un error absoluto 
há 
Ra SS 180 (b—a) Mi (4) 


«londe M,=máx. |/f8Y (2) | cuando aX x <b. 


Para ascgúrar la exactitud dada e, al calcular la integral, el intervalo 
del cálculo k so determina partiondo dc la desigualdad 


y - e r 
130 4 2)M, £ 8, (5) 


es decir, que el intorvalo k tendrá ól orden Ye. El número h se redondea 
— 


h 


Observación. Como no Cs fácil la determinación del intervalo del 
<álculo 4 y del número n relacionado con él, por medio de las desigualdades 
(2) y (5), en goneral, en la práctica, kh se halla grosoramente a tanteo. Des- 
pués de obtenido el resultado, se duplica el número n, es decir, se divide 
por dos el intervalo parcial %. Si el nuevo resultado coincide con cl anterior, 
«dentro de las cifras docimales que se conservaron, se termina ol “cálculo. 
En caso contrario, so repito el procedimiento y así sucesivamente. 

Para calcular aproximadamente el error absoluto R de la fórmula de 
cuadratura de Simpson (3) se puede emplear también el principio de Runge, 
según el cual, | : 


por defecto de tal forma, que n = 


goa un número entoro par. 


[23 | 
15 ” 


«donde Y y E, son los resultados obtenidos en los cálculos con la fórmula (3), 
para los intervalos h y 1I=2%, respectivamento. 


R= 


3160. Bajo la acción de una fuerza variable F, dirigida a lo 
largo del oje OX, un punto material so traslada por este eje desde 
la posición x=0, hasta la posición xY=4. Calcular, aproximada- 
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anente, el trabajo A de la fuerza FP, si se da la tabla de los valo- 
res de su módulo f": 


0,0 | 0,5 1,0 | 1,5 2,0 |2,9 |3,0 [as E 


1,50 0,75 1,50 


0,75 | 0,50 2,75 | 4,50 | 6,75 [10,0 


Efectuar los cálculos por la fórmula de los trapecios y por 
la de Simpson. , 


3161. Calcular, aproximadamente, | (Ba? 42) dz, por la fór- 


0 
mula de los trapecios, tomando n= 10. Calcular esta integral exac- 
tamente y hallar los errores absoluto y relativo del resultado. 
Determinar el límite superior A del error absoluto del cálculo 
efectuado para r=10, aplicando la fórmula del error que se da 
en el texto. 


3162. Calcular j de 


+1 


0 
tud hasta 107%, tomando rn=10. Determinar el límite superior Á 
del error absoluto, aplicando la fórmula del error que se da en el 
texto. 
Calcular, con exactitud hasta 0,01, las siguientes integrales 
definidas: 


por la fórmula de Simpson, con exacti- 


e 
Rh 


3163. 3168. 


he 
3) 


3164. [ H_. 3169. 


pa 

+ 
A 

eo 


EIN "DS SL» DIA par 
pa 
He 
a 
DA a on ow|y e AIN SLI Sa 
q] 
13 
1] 
Q, 
tf 


3165. 3170. 


3166. 


R 
queen 
q 
a 
a, 
p 
a 
O 
A 
Y 
Q 
9 


3171. 


E 
a 


3167. Y £2 az, 3172. 


p 
3 


412 Cálculos aprozimados 


3173, Calcular, con cxactitud hasta 0,01, la integral impropia 


Vea» empleando la sustitución =>. Comprobar el cálculo 


1 
dv 


VE 
y TER 


1 


aplicando la fórmula de Simpson a la integral dondo > 


se elige de tal forma, que 


+00 , á 
.L —4 
y aio 


3174. La figura plana limitada por una semionda de la sinu- 
soide y=senx y el eje OX, gira alrededor de este eje. Calcular 
por la fórmula de Simpson, con exactitud hasta 0,01, el volumen. 
del cuerpo de revolución que se engendra. 

3175*. Calcular por la fórmula de Simpson, con exactitud 
hasta 0,01, la longitud del arco de la elipse ca + OR =1, 
situado en el primer cuadrante coordonado. 


$ 5 Integración numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 


17. Método de las aproximaciones sucosivas (de 
Picard). Supongamos que se nos da la ecuación diferencial de 18” orden 


y' =] (2, y) (1) 
con la condición inicial y=yp para z=%g. a 
La solución y (x) de la ecuación (1) que satisface a la condición inicial 
dada puede exprosarse, generalmente, de la forma 
y (x)= lim y; (2), (2) 
100 
dondo las aproximaciones sucesivas de y; (x) se determinan por las fórmulas 


Yo (1) = Yo» 


wi (2)=v0 + Á 12, Yi (2) de 
*o 
(¿=0, 1, 2, ...). 


Si el segundo miembro f(x, y) es una función detorminada y continua 
en el entorno 


R(|z—xp|<a |y—yol <d) 
y satisíace en el mismo a la condición de Lipschitz 


fx, y) —f (z, y2) | <S£ly1—Ya2 | 
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(L es una constante), el proceso de las aproximaciones sucesivas (2) es seguro. 
que convergerá en el intervalo 


|z—z01| <%, 


donde 


as » 
ra a, 7) 
y 

DA y) |. 


Al ocurrir csto, el error 


— ey [M+1 
Ba=11 (yn (9) mir LE, 
(an+1)! 
<on tal de que 
[z—xw0 |<: h. 


El método de las aproximaciones sucesivas (de Picard), con pequeñas 
modificaciones, se puede uplicar también a los sistemas normales do ecua- 
ciones diferenciales. En cuanto a las ecuaciones diferonciales do órdenes 
superiorcs, éstas se pueden escribir en forma de sistemas de ecuaciones 
diterencialos. 

2. Método de Runge y Kutta. Supongamos que en un segmento 
“dado ro <1<X hay que hallar la solución y (x) del problema (1) con una 
exactitud dada e. 


: : . X= 
Para csto, primeramente, elegimos A= 0 


(intervalo del cálculo), 


dividiendo el segmento [xo, X] en n partes iguales de forma que h3<e. Los 
puntos de división x; se determinan por la fórmula 


T¡=x +!ih (ií=0, 1,2, ..., 1). 


Los correspondientes valores de y;= y (x;) de la función que se busca, según 
el método de Runge y Kutta, se calculan sucesivamente por las fórmulas 


Yi =Yi HF AV 
ay= 00 +20 424894160), 


donde 
¿=0. di Bei 


DP 21, y) h, 


! h AS 
a PEA 
2 
Det y ho 


El método de Runge y Kutta tienc un orden de exactitud de 44, Una 
acotación grosera del error del método de Runge y Kutta en el segmento 


) E 
a E 6) 


414 E Cálculos aprozimados 


dado [zp, X] se puede obtener partiendo del principio de Runge: 


1 ' 


donde rn=2m, Yan € Um son los resultados de los cálculos efectuados por 
ol esquema (3) con los intervalos h y 2h. 

El método de Runge y Kutta se puede emplear tambión para resolver 
sistemas de ecuaciones diferencialos 


y ==) (2, Y, 2), 2" =p (x, Y, 2) (4) 


con condiciones iniciales dadas: yar yo, 2w=Zp Para r=xp. 

3% Método de Milnc. Para la resolución del problema (1) por er 
método de Milne, partiendo de los datos iniciales, y=ypg para =p, Ye 
hallan por cualquier procedimiento los valores sucosivos 


Y¿=Y (121), Yo=y (22), Ya=y (23) 


de la función que se busca y (z) (por ej., E emplearse el desarrollo de 
la solución y (z) on la serio (cap. IX, $ 17) o hallar estos valores por el método 
de las aproximaciones sucesivas, o empleando el de Runge y Kutta, etc.). 


+ 


Las aproximaciones ys e y; para los siguientos valores de y¿(i=4, 5, .., 2h 
so hallan, sucesivamonte, por las fórmulas 


A 


$ 
p=Y + Mei las Ñ 

donde 
fi=1H(a y) y ti=H(Eu vi). | 
Para el control, calculamos la magnitud | 
AS yal. . (6) 


Si e; no sobrepasa de una unidad del último orden decimal 40-M que 


se conserva en la respuesta para y (x), en calidad do y; tomamos y; y pasa- 
mos a calcular el siguiente valor yy, ropitiondo para ello el proceso 
indicado. Si, por el contrario, e¿>107", hay que volver a empezar de 
nuevo, disminuyendo el intervalo del cálculo. La magnitud del intervalo 
inicial se dotormina, aproximadamente, de la desigualdad h3< 1077, 

Para el caso de la solución del sistema (4), las fórmulas de Milne se 
escriben por separado, para las funciones y (x) y 2(z). El orden del cálculo 
sigue siendo el mismo. 


Ejemplo 1. Dada la ecuación diferencial y' =y—z, con la condición 
inicial y (0)=14,5, calcular, con exactitud hasta 0,01, ol valor de la solución 
de estaYecuación para el valor del argumento r=1,5. Hacer los cálculos 
combinando los métodos de Ruage—Kutta y Milne. 


Solución. Elegimos el intervalo inicial del cálculo kh, partiendo de 
la condición de que 4t<0,01. Para evitar complicaciones al escribir %, 
tomamos 4+=0,25. En este caso, todo el intervalo do integración, desde x=0 
hasta z=1,5, so divido en seis partes iguales do 0,25 de, longitud, por 
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medio de los puntos =;(¿=0, t, 2,3, 4,5, 6); los correspondientes valoros 
de y y de la derivada y” los dosignamos con y, 0 yj. 


Los primeros tros valores de y (sin contar el inicial), los calculamos 
por 01 método de Rungo y Kutta (por la fórmula (3)); los otros tres valorcs, 
Ya Yg O Yg, por el método de Milne (por la fórmula (5)) 

El valor yg serú, evidentemente, la respuesta al problema. 

El cálculo lo efectuamos con dos cifras de reserva por un esquema 
determinado, que comprende dos tablas, 1 y 2. Al final de la tabla 2 
obtenemos la respuosta. 


Cálculo del valor de yy. Aquí 
zx, y) =—z+y, zo=0, yo=1,5, ¡h=0,25. 
Tenemos, 
Byo =< (O 42H 42450 + 1D) = 
=-+ (0,3750 + 2-0,3906 +-2-0,3926 -+-0,4106) = 0,3920; 


K0 = f (La, Yo) h==(—0-+ 1,5000) 0,25 =0,3750; | 
0) 
180 =j (zo + > : +) h =(—0,125 +1,5000 +-0,1875) 0,25 =0,3908; 


10) 
$9 mu | (20 +3» bo+ = ) 4=(—0,125-+ 1,5000 4-0,1958) 0,250,399; 


ED =$ (29h, yo PK) h=(—0,25 + 1,5000 +0,3926) 0,25=0,4106; 


y ¿== yo + Ayo = 1,5000 +-0,3920 mu 1,8920 (las primeras tros cifras de este número; 
aproximado están garantizadas). 

Análogamente Se calculan los valoros de yz e yz. Los resultados dol 
cálculo se recogen en la tabla 1. 

Cálculo del valor de y¿ Tenemos: 


Hz, y = —zt+y, h=0,25, z¿=1; 
Yo=1,5000, y, =1,920, y=2,3243, ya= 2,8084; 
y ¿=1,5000, y¡=1,6420, y¿=1,8243, y¿=2,0584. 
Aplicando la fórmula (5), hallamos: 


— 4h ; , ; 

Ya=Yo0 + 37 (LY] — Ya + 295) = 

4-0,25 
3 

yi=f (La ya) = —1-4+3,3588 =2,3588; 


hs, ; Ñ 
a a id yo) = 


= 1,5000 + 


(2.1,6420— 1,8243 + 2.2,0584) = 3,3588; 


=2,3243 qu (2,3588 -+4-2,0584-+ 1,8243) =3,3590; 


a 3.3588 —3.35 
E ER a A Esc 3,3590 | 220002 7.1070 < £.0,001; 


consiguionte, no hace falta revisar el intervalo de cálculo, ¡ 


”3 


po 
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Tabla 1. Cálculo de Y;, Ya € Y por el método de Runge y Kutta 
Hz, y) =—zu+y: h=0,25 


y; = 
a ( (4) 
de olstiar] A de 15 ) de 


0 1,5000 1,5000 0,3750 
0,25 1,8920 1,4420 0,4105 
0,50 2,3243 | 1,8243 0,4561 
0,75 2,0584 0,5146 


0 1,5703 0,3926 1,6426 0,4106 0,3920 1,8920 
1 1,7323 0,4331 1,9251 0,4562 0,4323 2,3243 
2 1,9402 0,4850| 2,0393 0,5148 U, 4841 2,3084 
0,5518 2,3602 0,5900 


Obtenemos y, =y,=3,3590 (las primeras tres cifras de esta aproximación 
están garantizadas). 

De forma análoga efectuamos ol cálculo de los valores de y; e yg. Los 
resultados de este cálculo se incluyen cn la tabla 2. 

De osta forma, finalmente, tenemos; 


y (1,5)=4,74. 


4”, Método de Adams. Para la resolución dol próbloma (4) por 
el método de Adams, partiendo de los datos iniciales y (t9)= ya hallamos, 
por cualquier procedimionto, los siguientes tres valores de la función quo 
se busca y (2): 


Ya=y (21) =y (Lo +)%), Ya=y (52) =Y (29 +2h), yz == y (23) = y (27 +3h) 


(estos tres valores se pueden obtener, por ej., por medio del desarrollo de 
y(z) on serie de potencias (cap. IX, $ 16). o hallándolos por el zaétodo de 
las aproximaciones sucesivas (punto 19), o empleando el de Runge y Kutta 
(punto 2?) ete.). 

Valiéndose de los nNÚmOros lg, Li, Ta Y € Yo» Y1r Ya Ya, calculamos las 
magnitudes Jo. 41, %2 43, dondo 


do =hyn =Af (Lo, Yo)» q =hy=hf (4 y1)» 
d=hys=hf (22, Ya), 0% =hys=1hf (23 ya). 
Después, formamos la tabla diagonal de las diferencias finitas de la magnitud q. 
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Ay = y! = qu> Aq = Alq = A%qu= 
=Yn+4 | =f(z, y) | =Y4'R| =08n41— In | =4dn+1— | = An. — 
<” Agn — A?qn 


Ayo |f (22 va | go | 
Aya HS ya) | 33 | 
Aya | as ya) | yd 

| Ces, vo) | d5 | 


|| 


El método de Adams consisto en continuar la tabla diagonal de diferen- 
cias valiéudoso de la fórmula de Adams 


4 5 3 
Ayn=4n += Áln—a + 1344-24 y 49n-3 (7) 


Así, utilizando los números q3, Aga, A?q,, A%goy, situados diagonalmente 
en la tabla de diferencias, valiéndonos de la fórmula (7) y poniendo en 


ella n==3, calculamos Ay =q + Me+ Ag; + 4%. Hallado el valor 


Aya, calculumos y, =Y3+4AyYy3. Conociendo z¿ 6 y,» calculamos q,¿=Af (Zi, Ya), 
incluimos y, Aya y q4 en la tabla de diferencias y la completamos después 
con ¡las diferencias finitas Agz3, A?%go, A?g,, situadas, junto con q¿, en una 
nueva diagonal paralela a la anterior. 

Después, empleando los números de esta nueva diagonal, valiéndonos 
de la fórmula (8) y ponicndo en ella rn =4, calculamos Ay¿. Ys y q5 y obte- 
memos la siguiente diagonal: q;, Aqy, A?gz, ASgg. Con ayuda de esta diagonal, 
calculamos el valor de yg¿ de la solución y (1) que se busca y así succsiva- 
mente. 

Para calcular Ay, la fórmula de Adams (7) parte do la suposición de 
que las terceras diferencias finitas A37 son constantes. En correspondencia 
con esto, la magnitud % del intervalo inicial del cálculo se determina de 
la desigualdad A4< 1077 (si se desca obtener el valor de y (x) con exactitud 
hasta 107"), 

En este sentido, la fórmula de Adams (7) es cquivalonte a las fórmulas 
do Milne (5) y de Runge y Kutta (3). 

La acotación de los errores, para ol método de Adams, es complicada 
y prácticamente inútil, ya que, en general, proporciona resultados exagora- 
dos. En la práctica se sigue la marcha de las terceras diferenciales finitas, 
eligiendo ol intervalo k tan pequeño, que las diferencias colindantes A3g; 
y A%qi,, so diferencien entre sí, como máximo, eu una o dos unidades del 
orden dado (sin contar las cifras de roscrva). 

Para elevar la exactitud del resultado, la fórmula de Adams puede 
completarse con términos que contengan las diferencias cuartas y mayoros 
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de la magnitud g. Al bacer esto, crece ol número de los primeros valores 
do la función y que so necesitan para comenzar a llenar la tabla. Las 
fórmulas de Adams para obtenor exactitudes olevadas no las vamos a expo- 
ner aquí. 

Ejemplo 2, Calcular, por ol método combinado de Runge y Kutta 
y Adams, para z=1,5 y con una exactitud hasta 0,01, el valor de la solu- 
ción do la ecuación diferencial y' =y—z, con la condición inicial de que 
y (0)=4,5 (véase ol ej. 4). 

Solución. Empleamos los valores do y,, Ya, Yg, que obtuvimos al 
resolver el problema 1. Su Cálculo se da en la tabla 1. 

Los valores siguientes de y,, Ys, Yg» los calculamos por el método de 
Adams (véanso las tablas 3 y 4). 


Tabla 3. Tabla principal para el cálculo de y;, Ys e Ya 
por el método de Adams 
zx, y =—zu+y; h=0,25 
(Los datos iniciales se dan en cursiva) 


, 2; Yi Ayi Mal e n Ag; Ag, | A%, 
G 

olo | 1,6000 O 1,6000 | 0,3730 | 0,0355 0,0101 | 0,0028 
1 | 0,25| 1,8920 A ll | 1,6420 | 0,4105 | 0,0458 | 0,0129 0,0037 
2 0,60| 2,8243 UN Ú | 1,8243 | 0,4581 | 0,0585 | 0,0166 | 0,0047 


3 |0,75| 2,8084 | 0,5504 | 9.0584 | 0,5146 | 0,0751 | 0,0243 | 


4 [1,00] 3,3588 | 0,6356 | 2,3588 | 0,5897 | 0,0064 | 


5 |1,25| 3,9944 


0,7450 | 2,7444 | 0,6864 | | | 


314, ,7394 
ej] | | [| 


—— 


Respuesta: 4,74 


El valor y¿—4,74 será la respuesta del problema. 

En los casos de resolución de los sistemas (4), la fórmula de Adams (7) 
y el esquema de cálculo que se muestra en la tabla 3, se utilizan separa- 
damente para cada una de las funciones y (2) y 2 (2). 


Hallar tres aproximaciones sucesivas de Jas soluciones de las ecua- 
cioues diferenciales y de los sistemas siguientes: 


3176. y' =22*+y?; y(0)=0. 
3177. y =2+y+42, 2 =y—2; y(0)=1, 2(0)= —2. ? 
3178. y = —y; y(0)=0, y'(0)=1. 

27* 
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Tabla 4. Tabla A para el on por el método de Adams 


3 
di=9: +5 Aia +3 y ima bo 1 


3 - 0,5146 | 0,0293 0,0054 | 0,0011 | 0,5504 


4 0,5897 | 0,0376 | 0,0069 | 0,0014 | 0,6356 


5 0,6864 | 0,0482 9,0089 | 0,0018 | 0,7450 


Calcular aproximadamente, por el método de Runge y Kuita, 
suponiendo que el intervalo es 4= 0,2, las soluciones de las siguien- 
tes ecuaciones diferenciales y sistemas, para los intervalos que 
se indican: 


3179. x =y—zx; y(0)=1,5 (0<zr<l). 
3180. y =+—y; y(M)=1 (1<1<2). 
3181. y =24+1, ¿=y—2%, Y(0)=1, z(0)=1 (0O<zr<i). 


Valiéndose del método combinado de Runge y Kutta y Milne 
o de Runge y Kutta y Adams, calcular, con exactitud hasta 0,01, 
los valores de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y sig- 
temas que se dan a continuación, para los valores del argumento 
que se indican: 


3182. y'=x+4+y; y=1 para z=0. Calcular y para z=0,5 
3183. y =2%+y; y=1 para z=0. Calcular y para z=1. 
3184. y =2y—3; y=41 para z=0, Calcular y para z=0,5. 
3185. y = —I A 2y +2, 
2 =5+2y+32; y=2, 2=-—2 para z=0. 
Calcular y y 2 para =0,5. 
3186.| y —= —3y—=2, 
22 =y—23; y=2, z=—A para z=0. 
Calcular y y 2 para z=0,5. 


3187. y" =2—y; y=2, y =-—1 para =0. 
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Calcular y para 2=1. 
3188. yiy”+13=0; y=1, y =0 para z=1. 
Calcular E e =1,0. 


3189. Sa 3 eos 2t=0; =0, xi =4 para ¿=0. 


a 
Hallar 2 (3) y z' (1). 


$ 6, Galculo aproximado de los coeficientes de Fourler 
Esquoma de 12 ordenadas. Sean ya=f (tr) (n=0, 1, a 42) 
los valores de la función y=f(x) en los puntos equidistantes z,= << del 


segmento (0, 271], al mismo tiempo que yy=Yy3. 
Formamos las tablas: 


Yo Y1 Ya Ya Ya Ys Yo 
Us1 Yío Yo Ye Y7 


sumas (2) | uy Uy Uz Ug U¿ Us Ug 
diferenc. (A) | Yy Ya Ug Us P5 


s 


o Uy ua PE Dy Da Dg 
Ug Us Us Y5 Ur 

£umaág *0 $1 $2 $3 sumas 9, O7 03 
diferenc. to ty to diferenc. Ty Ta 


Los coeficientos de Fourier a», by (n==0, 1, 2, 3) de la función y =f (2) 
se puoden hallar aproximadamente por las Í mulas: 


6ao =s0+ $ +389+ $3, 6b4 = 0,50, + 0,8660, + 03, 
62, =tp+0,8661,4+0,55t2, 6b2=0,866 (t, +13), a) 
Ba =s9 — sg +0,5 (s; —s2), 6b3= 0, —03, 
6az= tp— to, 
3 4 4 
donde 0,866 are > 1 TUNE 
Tenemos: 
3 
f (2) = + > (a, cos nz +5, sen nz). 
r=1 


Se emplean también otros esquemas. Para facilitar el cálculo se utilizan 
pes 

Ejemplo. Hallar el polinomio de Fourior para la función y=f(x) 
(0 <z <2m), dada por la tabla 
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Yo | Y | Ya Y3 | Ya | Y5 | Ye Y? | Ye Ya Y10 Ys 

38 | 38 | 42 | 4 14 | 4 | —a8 —23 | —27 | —24 a | 3 
Solución. Formamos las tablas: 

38 38 12 4 14 4 —18 


y 32 8 —24 —27 —23 


38 70 20 —20 —13 -—19 -—18 


u 
7 6 4 28 41 27 


38 7 2-2 6 4 28 
ul 248 -419 -43 y 27 41 
$ 20 51 7 —2 g 33 45 28 
t 56 89 33 T | —21 .—37 


Por la fórmula (1) tenemos: 
a44=9,7,  a¡=24,9; a, =10,3,  a«3=3,8; 
b,=13,9; b=—84; b3=05. 
Por consipuiente, 
f (2) =4 84+(44, 9 cos + 13,9 sen z) + (10,3 cos 27 —8,4 sen 21) +- 
de (3: 8 cos 3x+-0,8 sen 37), 
Valiéndose del esquema de 12 ordenadas, hallar los polinomios 
de Fourier para las funciones siguientes, dadas en el segmento 
(0, 2:70] por las tahlas de sus valores, correspondientes a los valo- 
res equidistantes del argumento (yo = y12); 


3190. yo=—7200 y=4300  po=7400 yo=7600 


y == 300 ys=0 ya = —2250 yio = 4500 
ya = 700 Ys = —5200 ys= 3850 Y = 250 
3191. Yo =0 ys =9,72 Ye = 7,42 Yo = 5,60 


y = 6,68 y, =8,97 yy = 6,81 Y1p = 4,88 
Yo = 9,68 ys =8,18 Ya =6,22 Yu =3,67 
3192. y =2,714 ys=1,273  y¿=0,370 Yo = —0,357 
y, = 3,042 y, =0,788 y, =0,540 Yao = —0,437 
y=2,134 — ys=0,495  y¿=0,191 — yi =0,767 


3193. Calcular unos cuantos primeros cooficientes de Tourier, 
por el ARS de 12 ordenadas, para las siguientes funciones: 


a) f(1)==> a 57 (1—3n224+20x) (0<z<2m, 
b) (== (1—1)* (0<r<2m. 


SOLUCIONES 


Gapitalo | 


Is5)]a—b]+0!. De 
|a|. Por consiguiente, 

: Ud a lal +15). 
3. a) —-2<12<4; b <-—-3, 2 >4;0) —-1<2<0;d)x>0. 4. —24; : 
0; 0; 03 6. 5. 1; E VIERA, [al YIF2R ayiFE 6 2; 0. 


=>» 
2 


donde la—5b]:2|a|—1b] y Ja—b|=]b—a|>]0b 


7. f(a)= rt. 8. =$ LE rl 9 0,4. 10, 7 (24121) 
MH. a) —1<x< +00; b) —om<x< +00 12, (—00, —2), (—2, 2), (2, +00). 
13.2) —o<r<—V2 V2sr<+o;b)r=0, [2] :> V 2.14. —1<x<2. 
Rosolución. Debe ser 24 12:20, o 22—x—2<0, es decir, (14-1) x 
Xx (2—2) «0. Do donde, o z+1:3>0, r—2<0, es decir, —1< 1 < 2; 0 por 
el contrario z+-1<0, z—27>0, es decir, z <--1, 2:22, lo que no es posi- 
ble. Do esta forma, —1<:<2. 15 —2<x1<0, 16. -0o<z1<-—1,0< 


LESLAT —2<5<2 18 —1<2 <A, 2<2< 400 19) —L et, 


2. 1<E <A 2. kn<z<ii4+(E=0, +4, +2,...). 22 q(2)= 
= 214 —52240, p (1) =-—326+46z. 23. a) Par; b) impar; Cc) par; d) impar; 
c) impar. 24. Indicación. Empléese la identidad 1()=>3 1 (=)+ 


Hal (2) —1(—zu)]. 26. a) Periódica, T=5 ri b) poriódica, T= 
2 
== c) periódica, T==x1; d) periódica, T=n; e) aperiódica. 27. y= 


=—2, si0<zt<c y=b sic<zi<xe; S=3 at, sióx<zizc<xe y —bx— 
=> > si eZ<x<a. 28. m=qyx cuando 0 << m=qui+qí(r—1;) 
cuando 4 <1<U UH lo; mo qs11 gala + qa (zh 2) cuando l+lo<x< 
< U,+Hlo-+blg=1. 29. p (y (2)) =2%%; p (p (2))=2., 30. z. 31. (242). 37. =>; 
a. 38. a) y=0 cuando z=-—i4, y >0 cuando rr >—4, y<0 


cuando z< —1; hb) y==0 cuando z=-—4 y z=2, y >0 Cuando —1<x< 
< 2 y<0O cuando —co<z<-i y 2%r<X +0% €) y >0  cuan- 
do—o<x< +0; dy) y=0 cuando x=0, 2=-—VY3 y z=Yy3, y >0 
cuando —Y3<x<0 y Vi<zi< +00, y<0 cuando —00< 2<— 1/3 
y 0<i< V3; e) y=0 cuando z=14, y >0 cuando —:>20< I<XI—4 y 1< 


<i<+o y<0 cuando 0Xx<4d. 39. a) 2=-> (y —35) (—o< y < +00), 
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b) 2=VyHl y 2=—VyH1(—1<y< 400 0)2=P 4h (—0< y< 
< +00); d) 2=24:1001(—0< y <-+ 00) 0) 2=> tg y (-F<y<G)- 


40. z=y cuando —00< y <0; x= y y cuando 0< y < +00. 41. a) y =ul0, 
u=2r—ó; hb) y=2%, u=C0s x; 0) y="lIg u, Uta o; d) y =arcsen ., 
u=3, v=—ael, 42. a) y=senizr; b) y =arctg V lg z; c) y =2(12—4), sl 
[zi|<t, e y=0, si Je|>1. 43. a) y=—c08s 2, Va <lzl< V2n; b) y= 
= lg (10 —10%), —00< x < 1;c) y=3 cuando —coo<Zz<0O e y=x cuando 
0O<zr<+os. 46 Indicacion. Véase el apéndice VI, fig. 1. 51. Ind i- 
cación. Completando cuadrados en el trinomio de segundo grado, 
tendromos y=Yp9+a (xo, dondo zq=-—b/2a “e yy =(4ec—b9)j4a. De 
donde la gráfica que se busca es la parábola y=_—az?, desplazada a lo 
largo del cje OX en la magnitud zp y a lo largo del eje OY en 
la magnitud yg 353, Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 2. 
58, Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 3. 61. indicación. 


Esta gráfica representa de por sí la hipórbola y=—=, desplazada a lo 


largo del eje OX on la magnitud xy y a Jo largo del ejo OY en la magni- 
tud yo ae Indicación. Separando la parte cutera, tendremos == 
=3-5/ (=+3) (compárese econ ol N 61). 65, Indicación. 
Véase el apéndice VI, dibujo 4. 67. Iadicación. Véase el apóndice VI, 
dibujo 5. 71. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 6. 72. Indi- 
cación. Véaso el apéndice VI, dibujo 7. 73. Indicación. Vóase el 
apéndice VI, dibujo 8. 75. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 19. 
78. Indicación. Véaso el apéndice VI, dibujo 23. 80. Indicación. 
Véase el apéndice VI, dibujo 9. 81. Indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 9. 82. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 10. 83. Indi- 
cación. Véase el apóndice VI, dibujo 10. 84. Indicación. Véase el 
apéndico VI, dibujo 11. 85. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 11. 
87. Indicación. El período de la función 7=2n/2. 88. Indicación. 
La gráfica que se busca es la sinusoide y=5 sen 2z con amplitud 5 y perío- 
do 7, desplazada hacia la derecha a lo largo del eje OX en la magnitud 
4 


15-90. Indicación. Poniendo a=Actos y y b=—Asen p, tendremos 


y =4 sen (=-—), donde A= Y 42-45? y p=arctg ( —=) . En nuestro caso, 


A=40, q=0,927. 92, Indicación. costa => (1+c0927). 93. Indi- 


cación. La gráfica que se busca es la suma de las gráficas Y¿ =x 0 Yo== 
=senz. 9%, Indicación. La gráfica que se busca es el producto de las 
gráficas y¿=x e Yya= sen z. 99. Indicación. La función es par. Para 
z >0 determinamos los puntos para los cuales 1) y=0; 2) y=1 y 3) y= 
= —1. Cuando z > +oo y —>1. 101. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 44. 102. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 15. 
103. Indicación, Véase el apóndico YI, dibujo 17. 104. Indicación. 
Véaso el apéndice VI, dibujo 17. 105. Indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 18. 107. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 18. 118. Indi- 
cación. Véase el apéndice VI, dibujo 12. 119. Indicación. Véase el 
apéndice VI, dibujo 12. 120. Indicación. Vease el apéndice VI, dibujo 13. 
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121. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo. 13. 132, Indicación. 
Véaso el apéndico VI, dibujo 30. 133. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 32. 134. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 31. 138. In- 
dicación. Véase el apéndice VI, dibujo 33. 139. Indicación. Véase 
el apéndice VI, dibujo 28. 140. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 25. 141. Indicación. Formamos la. tabla de los valores 


Construyendo los puntos (x, y) obtonidos, resulta la curva buscada (véase 
ol apéndice VI, dibujo 7). (El parámetro t, ul hacer esto, no se marca geo- 
métricamente). 142. Véase el apéndico VI, dibujo 19, 143. Véase ol apén- 
dice VI, dibujo 27. 144. Véase el apéndice VI, dibujo 209. 145. Véase el 
apéndice VI, dibujo 22. 150. Véaso el apéndice VI, dibujo 28. 151. Indi- 
cación. Resolviendo la ecuación con respecto a y, Obtenemos y 
=>+"Y23—z2, Después de lo cual es fácil construir la curva que se busca 
por puntos. 153. Véase el apéndice VI, dibujo 21. 156, Véase el apóndice VI, 
dibujo 27. Basta construir los (x, y) correspondientes a las abscisas 
=0, + >> + a. 157. Indicación. Resolviendo la ecuación con res- 
ecto a x=, tendromos z=10 lg y —y(*). De donde obtenemos Jos puntos (z, y) 
e la turva que se busca, dándole a la ordenada y valores arbitrarios (y > 0) 
y calculando por la fórimula (*) la abscisa =. Debe tenerse ea cuenta, que 
le y — —co cuando y-—=> 0, 159. Indicación. Pasando a las coordenadas 


polares r= Y 124 y? y gp=2 , tendremos »=e" (véase el apéndice VÍ, 


dibujo 32). 160, Indicación. Pasando a las coordenadas polaros I= 


q E _ 3sENpCcos l 
="rCc08 p o y=r sen qp, tendremos ona (véase el apéndice VI, 


dibujo 32). 161. F=32+1,8C. 162. y=0,6z (10—2); Yngx=19 para ==. 
b b 4 
163, y => sena; Umáx =>3 para =>. 164. a) => te=2, hb) r= 
= 0,68; c) 1, =1,37, 23 =10; d) -=0,40; e) z=4,50; 1) =0,86. 165. a) 1,2, 
Yyy=5; 22=5, Yo=2; db) 11 —3, yy =—2; 29=—2, ya= —3; 13=2, ya=3, 
2,=3, Y =2; 0) 2,2, 442; 2127334, yas= —2,5; d) 2, = 3,6, y, =—3,1; 
Ty 2,7, Yo =2,d; 23352,9, yg1,8; 213,4, y =—1,6 €) =>, 
y2 5x y 2 4 Ñ 
==) pp — A. 166. n >: a) n >4; b) n >10; c) n 
> 32. 167. n > —1=8: a) V=9; b) N=99; c) N 999. 168. ¿7 (e< 


< 1). a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002. 169. a) lIgr<—N cuando 0< z< 9 (NW); 
b) 2% >N cuando 2 >X (N); c) |f(2)1>N cuando |x| >X(N). 170. a) 0; 


b) 4;.c) 2; d) 2 174. 5: 172, 1. 173, —3. ATA 4. 175,3, 476, 4. 
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177. .. 178. Indicación. Emplear la fórmula 124+-22+... 4ni= 


E n(n+1) (22 +1). 179. 0, 180. 0. 181. 1. 182. 0. 183. oo. 184, 0. 185. 72. 
1 2. 187. 2. 188. co. 189, 0. 190. 4. 191, 0. 192. oo. 193 —2. 194. co. 


1 40h 21 272 eE A 4 Y 

195, 7. 196. E. 197. 322. 198. —1. 199, 7. 200, 3. 201, 7. 202. «y - 
203. —. 204. 12. 205, >. 206. — L. 207. 1. 208. ——. 209. 2. 
36 > 3 2 Vx 3y 2? 

210. —2 2.0. 212 2.213 2 21. L 215. 0. 246. a) L sen 2; 
ás y . DU, a ed ; == E =* . Y, y 3 , 
b) 0. 247. 3. 218, y. 219. E. 220. 5. 221. > 222. coga. 223. —sena. 
224. =. 225, coso. 226, 7 227. a) 0; b) 1. 228, SN 229. 7 280. 0. 


231, ——-. 292, 5 (mz). 233, >: 235. 1. 235. 2.236. £.237, —2. 


y3 s- 4 
238. q. 239. Ze. 240. 1. 244. 4. 242. o. 243. 0. 244. La 245. 0. 246. el. 


ZAT, e2, 248, er? 249, e, 250. e. 251. e. 252. a) 1. Resolución. 
1 


1 


— 1 xXx 
lim (cos 2) * —= lim (— (1 —cosx2))* lim (1 —2 sont) = lim (1-2 sen? x 
x—0 a-»() x>0 > x—»0 


=-—— — 2¿sen— 2 sens 
a 2 sen2 + A Lo (205 2 sen? a 
Xx 7) ] e ÑÓ ds , Como limlk —-— —L )— 


x—0 z 
sen 1 

a 2.122 éso E _ 

=— —2 lim 77 ]=—2-1-lim 7=0, teudremos lim (cos x) 
x>0 + 4 x>0 4 x>0 
2 
0 1 . $ > . 4 
==e9=4, h) Y Resolución. Análogamente al anterior (véase a). 
e 
XxX 
—2 sent — 
Es lim prat —2 sent 5 
lim (cos 1) % =e *>9 ds Como lim | _ —_—= J= —2 lim x 
=x—-0 x0 al x>0 
2 
sen + 1 1 
2 y? 1 . | á 

Sl rl teadremos lim (cos 23% =e ==. 293. In 2 

Ea 4x 2 x>0 Ve 

2 


254. 10 Ige. 255, 4. 256. 1. 257. — . 258. 1. Indicación. Poner e*— 


—1i1=a, doude a —- 0, 259. Ina. Indicación. Emplear la idontidad 


- 54 Lal 4 e 
a ¿TM 260, Ina. Indicación. Poner =0%, donde a —0 (véase el 
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Mi 259). 261. a—b. 202. 1. 263. a) 1; D) 7. 264. a) —4; D) 1. 265, a) —4: 


b) 1. 266. a) 1; b) 0. 267. a) O; b) 4. 268, a) —1; b) 1. 269. au) —13; b) 4. 
270. a) —00; b) +00, 271. Resolución. Siz +kn(R=0, +4, +2, ...), 
cosir< 41 e y=0; si, por el contrario z=kx, cosixx=41 0 y=1. 272, y=x 


cuando 0 <z< 1; y= > cuando z=14; y=0 cuando z>>1. 273. y=|x)]. 


274, y=-5 cuando 2<0; y=0 cuando z=0; y=>5 


275. y =4 cuando 0< x <1;y=z cuando 1< x< +00. 276. 


cuando zx >0. 
61 E 
450 . 277. ly > 
e. e , 1 Ve+1 
=> 1 7200, 278. 1. 279. 218. 280. 4. 281. 13. 282. =¡— . 
e2—4 


234, lim ACA=>p 285. e 286. k=1, b=0; la recta y==x es asintota de 
Nn->00 


32 
la curva + 287. am=0 (1+2), donde k es el coeficiente 


de proporcionalidad («regla de interés compuesto»); Q;¿=0Qye*t, 288, |x| > 
>= a) [21 >10; b) [2] >>100; c) |2]>>1000. 289. |2—1|<-=3 cuando 
0O<e<t; a) Je—11<0,05 b) [2—1|<0,005; e) |z—t|< 0,0005. 
290. ¡221 <-37=0; a) 6=0,1; b) $ =0,01; c) 4=0,001. 291. a) segundo; 


b) tercero. +], 7. 292. a) £; b) 2; c) 3. 298, a) 1; D) Zi 0) Zi 0) 2 


e) 3. 295. No. 296, 15. 207. —1. 298. —1. 299. 3. 300. a) 1,03 (1.0296); 
b) 0,985 (0,9849); c) 3,167(3,1623). Indicación. Y 10=V9I+P1= 
=3Y +7: d) 10,954 (10,954). 3UÍ. 1) 0,98(0,9804); 2) 1,03 (1,0309); 
3) 0,0095 (0,00952); 4) 3,875(3,8730); 5) 1,12(1,125); 6) 0,72(0,7480); 
7) 0,043 (0,04139). 303. a) 2; b) 4; c) > d) q. 307. Indicación. Si 
z >0, cuando | A7/< zx, tenemos | Vzitar— YVz|=lAar> HN Yz+azr+ Vz) < 
<|Az|/Vz. 309. Indicación. Utilizar la desigualdad | cos (1-+ Az) — 
—coszi |< [Az]. 310. a) x + F+kx, donde k es un número entero; b) x + 


X= hr, donde k es un número entero. 311. Indicación. Utilizar la de- 
sigualdad [||z+Azr|—fz2!l|<]Azr|. 313, A=4. 314. /(0)=1. 315, No. 


316. a) $(0)=m D) 1(0) ==; €) (0) =2; d) /(0)=2; e) /(0)=0; 1) f(0)=4. 


317. r=2, es un punto de discontinnidad de 23 especie. 318, z= —1, os un 
punto de discontinuidad evitable. 319. = —2, es un punto de discontinui- 
dad de 2% especie; z=2, es un punto de discontinuidad evitable, 320, x=0, 
es un punto de discontinuidad de 14 especie. 321. a) 7.=0, es nn punto de 
discontinuidad de 28 especie; b) z-—0, es un punto de discontinuidad evi- 
table. 322. z=0, es un punto de discontinuidad evitable, z=2x (k=w+, 


=+ 2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 323, 2=20t 453 (k=0, 


+1, +2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 324. z=+kax (k=0, 
+4, +2, ...), son puntos de discontinuidad infinita. 325. z=0, es un 
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puato de discontinuidad de 1% especie, 326. =—1, es un punto de discon- 
tinuidad evitable; z=1, un punto de discontinuidad de 1% especie. 327, x= 
= —4, es un punto de discontinuidad de 2* especie. 328. =0, es un punto 
de discontinuidad evitable. 329, =1, es un punto de discontinuidad de 11 
ospocio. 330, z=3, es un punto de discontinuidad de 1% especie. 332. z=1, 
es un punto de discontinuidad de 4% espocie. 333. La función es continua, 
334. a) z=0, es un punto de discontinuidad de 12 especie; b) la función 
es continua; e) rx (%, es un número entero), son puntos de discontinui- 
dad de 12% especie. 335. a) z=k (%, es un número entero), son puntos de 
discontinuidad de 1% especie; hb) z=+4 (k e 0, es un número cntero), son 
puntos de discontinuidad de 14 especie. 337. No, porquo la función y=£ (x) 
es discontinua cuando z==1. 338, 1,53. 339. Indicación. Demostrar, 
que cuando xy es suficientemente grande, tenemos P(—2p) P (xp) < 0. 


Capítulo 11 


341. a) 3; b) 0,24; c) 2h -+h2 342. a) 0,4; b) —3; e) aPA—P a. 344, a) 624; 
1560; b) 0,04; 100; c) —1; 0,000014. 345. a) «Az; «e; h) 3x28Ax+4 


2 9 
+3z (42)2+(42)3; 324+3z42 +(42)2; 0) A A , 
AE 1 2x (2%. 4) 
d dl SS ; E x(9áx_ > ía 
) VERVE:: O TA z 
1) 12H É2. +7 10 (1453). 346. a) —1; D) 0,1; 6) —h; 0. 347. 24. 


348. 15 cm/seg. 349. 7,5. 350. AS 3d, f(7)= 


= lim eras. 352. a) E, b) A E donde q, es la 


Ax-»0 At at>0 Af 
magnitud del ángulo de rotación en el instante f. 353. a) A ; Bb) - = 
: AP ¿0 
= lim | , cani _ 
EVE, donde 7 cs la temperatura en el instante ¿. 354 =- 


= lim, donde Q es la cantidad de substancia en el instante ?, 


Am Am 1 5 
355. poi l — . 356. 0,16; — = -—0,238; 
a) e b) ata! e 356. a) ; 0,16; b) 15 0 
c) — 7 0,249; Yo =—0,2%. 357, sectx. Resolución. y = 
e te (1+41)—tg E lim sen Az — lim en Ar Xx 
Ax—Ú Áz Ax=>0 ÁzCOS x cos (1 +A) Ax>0 Az 


x 1 1 


im = 1 _sectz. 358. a) 322; bd): 0) L_; 
ax>»0 cos= cos (+ Az)  costiz xd 


2Yz 
da 1.359. -L. Resolución. f'(8)= lim [16449 /68) _ 
Ax—>0 


sen? z 1 Ar 
= lim Y 3+A2-—Y8 A 2 2 
Ax-»0 Az ax>0  A2[P(BFáz)i4 Y (8-42) 84 Y 82] 


e 4 4 
ax>o PEPA pap 8 raza 12 Me iia 


361. 7,=0; 223, Indicación. La ecuación f' (1) =f (2) para la función 
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dada tiene la forma 312=x", 362. 30 m/seg. 363. 1, 2. 364, —1. 
365, f (29) ==? - 366. —1; 2; tep=3. Indicación. Empléonse los 
regultados del y 3 y del problema 365. 367. R esolución. 


$ri0y= lim HOY _ lim_L. ob ' (1)= lim PIRATA 
911(0)= Jim, E — lim 22 00; b) Y (0= Jim, LE 


68 (PEE 


n+Az 
> pl 0 (2 a) a 


e lim 1903271 _4: y ESE lim L3RAZ| y 368, 5x4 
Ax» —0 Az 2 acop0 Az 
— 121142. 369. +20 228, 870. 22x-+b. 371. E 372, maii-14 
1 3 
bazx5 Tí =3 7 
E men—1] a RN E ! $ 5394, 
5 (mon) emin-1, 373, VaTR 374, ——7. 375. 2 * —52"—30 
5 2 8 , 
376, 22. Indicación. y=2t0 m2, 377. RE E SE 
E d 212 6zx + 25 i—4 a R 
c—a — 212. 6z —d4z ; 
378. (e +dxya . 3 9. (1252 + 5) a 380. xi (27—1)3 * 381, ViM—Vz) . 
382. 5cosx—3sen x. 383. e 384. —————z. 385. 12son!. 
sen3 2z (sen z—cos 1) 
pt A E T 
386. y" =0. 387. ctg zx TE" 388. arcsen “Via . 389, xarctgz. 
390. 20e% (2-47). 391. zer, 392, ex” E . 393, E. 394. e% (cos z —sen 2). 


395. sle%. 306. es (aro ima SE 397, áln2—0 y08 322 inz. 


=- 72 In? z 
2 In z 2 2 1n x 1 
399. E | 73 ] _z * 400. 21016 a 101. shir+zchz. 
402. 2% ch x—223h x 803. —thix. 40% —3(xIn2x ad ch x) 
ch? z zin2=.sh? x 
-- 272 2 
405. an . 406. —————x= Ársh += are sen zx. 407. ES 
ix bs Via Vi+a ; qe Y 724 
4-+2x Arcth x 3n ar+ 4 
108. a O (E y dl. 12ab-4-180%y, 
412. 167 (3-+-222)2. 413. A 44. ——. 445, PE A 
(22 —1) Vi—22 Y (a+F020 
3/73 — te? x-L to4 as 
416. — Vy Al 1: AAA RÁ 
z costz 2 son? x Y ctg z 
420. 2—15c0s2 x sen x. 421. pa Indicación. a=sen2t+c09722, 
3 
422 Pi . 423, e. 424, E AA , 
(1—3 cos x) cos* x 2 "Y 15500 x — 10cosz 
425. 2 COS E 3 sen z 496 4 


3Y sen z costa * 2 Y 1— xi Y 1 Farc sen z 
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4 __ 3(arcsen 1)3 428 — 1 
2(1+x2) Y arctgz YVi=at ' (1 -x*) (arctg 0)2 * 
Xx 4 qex Dx 5]14 
429, <EASÉRLO ga, PES BO a (ar) 
2 Y ie*+xu 3 Y (20% —2x+1)2 x 
Xx COS (115241) —— 4383. —asen(ar+8). 434. sen (2 + pp). 
220032 — 
x 
435. cosz 436, —L_. 437. 2008 22? son 322. 439. —Í= 
sen? z sa E z YVxi-1 
4 
—1 — 4 —1 —x2 
40. e MA. y Rh  — 2. 
440 Via 4/1 Fm 442 142 443 10xe 
444. 25 In. 445. 27102 (14x In 10). 446. sen 2? 1-2 £ cos 2% In 2. 
— e* 2 ma 2 Inz 
47. =p 04 h y 4 Ss 
447, Vi: 148. 22 F7 449. ctyg zlge. 450. spa . ASÍ, E 
do 5 (ex +35 005 z) V4—=-4 453. 1 ab 
z In x (e* +5 sen -—4arcsen 2) Y 1—2? (1 +1n9 x) z 
1 PE 


455. Rusolución. 


E Tr A 
+ (1 +22) aurctg x 27 Y ln 241 Pavita) 
y" =(sen* 52) cost q + sen? 5z (cos? 3) = 3 sen? Dx cos 5x-5 cos? 5 EN 


+sen? 52.2 cos 5 3 ( — Son 5)3 q 15 sen? áz cos dx 20 E sen? Dz cos X 


3 
z 41+3 224 4r— 5 ai 
X 3 sen 3 . 456. =37 . 457, A . 438. (1 — 22p > 
A : 4 E 


A 60. € Pg 161. 
ri |: 222 — 241 Y (a+ 22 e + 273" 
462. EVO VAT 464, 


E ES (2425 
| 2abmna"-1 (a— benpm=1 134 
465. 4x3 (a — 228) (a+52). 466. Ta —baaAr 467. (+25 z 
a—3x 3124 2(a+b4c)x Y ad be+4ac 
468... —=_=—. 469, —_ LEA AAA 
2Ya=zz 2 V (+0) (24b) (2+<) 
4r0. —AHÉVY_ 4 MAA) 472. — E 
6 VyY (y + Vy) V (Lay —y3Y 
473 . 474. send z cost zx. 475, pa . 476, 10 tg bz sec? $x.. 
Ve Pp1 send x cos! 
477. xcos 22. 478. 312 sen 21%. 479. 3coszc052z. 480. tgiz. 481. ra 


4g2, —6-Bsm2z_ sg, 0.084, 4 arcsen z (2arceos —aresen z) 
2 Yason?z + fcosiz 2 Yi 
-Viza 
485. 2 6 l 418, = AICCOS z Y1—22 Pr 4 


———_—_— , 486. —— , A —— gg a 
z Y 212 1 13.2 (1-2 Va—b2? 
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, 492, arcsen Y z. 


489. ye >, 890. 2/42 (0 >0). 491. VEA 
LL — IT 


493. O . 49%. o . 495, Asma 
V 1— 252? arcsen 5r z Y 1—In2x 1 —2z cos q +22 


4 V z sen? z TA 
HA PES yA PA . 0 th S a e 
A o ES 
500. sen 22e2%x, 504, 2m2p (2ma"X4-y)9-1 ¿m2 |n a. 502, e (u cos Be—P son Be). 


503. e“%sen fix. 504.  e7Xcos3z, ca 27147 (n —222 In a). 
ete > 
4 AA — 3 *In3 2ax+b 
506. — y y tg tí (1+ V cos z 11 a). 507. (ey . 508. aritbzre , 
z dis 
500. —t. 0. Mo a do asa a 
y a37] 2 1+YVz Vlar+u 21 5 
513 A E 
da q o ri?) e . 
3x2— 162 +-19 1 == 
—31n (+1). 315. IDa—-=23E-=3 . 516, SONTECOSZ* 517, Yz?=a2, —d 
— 61? 158 1n2 (43 + b) 2 
518, (3 243) In (3233) » 519, as +b > 520. ya > 
; 
524. a. 522. YZsonInz. 523. —L—. 524, VIE ss 2 EL 
q2— sen3 z z ai $ 
E sen ax Da 
5 € cos b sen 
526, Vi [9aresen 3% pp 2.4-2 (4—arccos 3x)]. 527. (e “la 34 cos? 62) 
a cos arcos br 4h sen ax sen bz 1 a 1 
4 cosí bx : eo: 1+2sena * iii z(14+1n2:x) * 
nz 1 1 
930. -»->=—_———_——— Y == 5 — ==. N. ”'——_—_ 
V1— 22 arcsen z + ye Vi—In3z dic e (14 1n?x) 
72 2 22--3z 4 
poza á a 
a A a A a A qa 
536. za 537. 6sh22r-ch2x. 538, e (ochfr+fsh fx). 
— I 
539. 6 tH22x (1 —th22:x). 540, 2 ctb 27. 541. o 542. a ; 
Ya xt 2 YIniz—1 
548. —l_o 5. —L. 545 . 546. zxarthe. 547. zArshe. 
Os 22 sen x 4 —z2 
348, a) y'=1 cuando zx >0; y'=—4 cuando z<0; y'(0) no existe; 
4 —4A para x<0, 143 
bh) y' =|2x |. 5349. y rá 30, P(xj=p_ * para 2>0, 552 GR : 


553. Bm. 55% 2) (0)==1, f(0)=t; b) print AE A 


c) 1.(0)=1, f,(0)=0; d) 1/2 (0)=7,(0)=0; e) [2 (0) y f+(0) no existen. 
555. i—uz. 556. ——. 557. —1. 558. 0, 561. Resolución. Tenemos 
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y'=e 5 (1—2). Como e-X= z , se tiene y =2 (1—2x) 0 bien y" =y(1—2). 


566. — (1 + 22) (1 + 32) + 2(1 + 2) (1 + 32) + 3(2 + 14)(£ + 22). 


567 —(2+2)(6224-19x 4-20) 224r 42 pg US 
; CS A O, 
—— (2 — 2) (127244) _ 
Y A dls (2 —1) (2 — 3) Y (a — 1)5 (2 — 3)1 * 


6. => —_ AA la. 573, Po 


311) (242 (a+ 39 


“1 
E a | Vxi-5 4 
Xx (1342 In 2). 574. y . 3075. zx 2 (+5 laz) 976. zz Ox 


Xx (+ +1n z+In22) de (4055 la 5) . 578. (cos 2349? x 


Xx (cos x 1n cos z — son zx tg x). 579. CONE (++) ] 2 


y [y el é A: i 
380. (arctg z) [ lo arctg + Apadarciga )* d8l. a) ty AF 
* 2 : 10 3 —2 —2i 
b) UF D= 003% , c) z,= a 582, y 1? 583. TT . 584. IA Ñ 
(0—:3 5 Sid 1 
t (2-13) + E A 
e E 
b E e > ; RS =i1 para ¿<Z0, 5 31 
590. E tg t. 591. tg 3£, 592. Y=4 1 para ¿>50.* 393.  —2e3!, 


394. tg t. 596. 1. 597. 00. 599, No. 600. Si, ya que esta igualdad os una 


; ? A b2x y2 T (3174 2y) 
e "a . A PX Ss - A . —. 
identidad. 601 5 602 ay 603 y2 604 EDT A 
10 y Cos? y Y 4 — 22 — y2 
608. 10-—3 COS y ». 609. — 1. 610. A—z cost y . 611. pa AFAF YT E 
14 
Ñ , Poo 1 Yo, y 
612. (1+y)2. 613. ?, = UA yo . 614. E er. 615, y. 


3 2 a 
616. EY. 647, 41 VERSE yg 2189 Y Y 689, 070; b) L. 
z—y cr —y y 13 $ yl ylnz—zx z 2 > 


c) O. 622. 450; arotg 2 == 63%28'. 623. 45. 624, arctg Í == 36"21”. 625. (0; 20); 


(1: 45); (—2; —19) 626. (1; —3). 627. y=z2—2z+1. 628, k=Í. 
629, (5: —37)- 631. y—5=0; +20. 632. zr— tí=0; y=0. 
633. a) y ==2x; =>; hb) z—2y—1=0; 274 y-2=0; c) 6x4-2y —x =0; 


22 6y+3=0; d) y=2—1; Y=1—x;,0) 22+y—3=0; z—2y+41=0 para 
ol punto (1; 1); 2x—y+32=0; z+2y—1=0 para ol punto (—4; 4). 
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634. T—10y+6=0, 101 +7y—34=0. 635. y=0, (+4) 2 +(u—4) y — 


2 
E 636. 52+6y—13=0, Gr—5y+21=0. 637. 2+y—2=0. 


638. En el punto (1; 0): y=2z-—2; y = E, en el punto (2; 0): y=—x+2; 
y=x—2; en el punto (3; 0): y=2z—-6; y=5. 639, 14x— 13y + 12=0; 


134 14y—41=0. 640. Indicación. La ccuación de la tangente es 

2 ay + Por consiguiente, esta tangente corta al oje OX en el punto 
0 

A (22p, 0) y al eje OY en ol punto B(0, 2yp). Buscando ol punto medio del 

segmento 4B, hallamos el punto (Zg, 0). 643. 4036", 644. En el punto (0, 0) 

las parábolas son tangontes entre sí; en el punto (i, 1) se cortan bajo el 


ángulo de arctg 7 8%. 647. S¿=Sp=2; t=n=2 3. 648. 


1 
ln2 * 


¿ ¿ to. E. e: E. 
652. T 4 8007143; Y = 2a sen 3; S¿=2a sentó 7 tg >; Sn =a sen t. 
653. arctg e - 654. +29. 655. S¿=4mtt%; Si=4; 1=2xa Va + 4302; 
n=a Yi+ 42, tg p=2n. 656. S¿=4; 555 t=Vato; 
0 


n = Val+ pi; tg u=-qo 657. 3cm/seg; 0; —9 cm/seg. 658. 15 cm/s0g. 


so 3 . $ - 
659. — y m/seg. 660. La ecuación de la trayectoria es y=zxtga— 


vi sen 2a 


z2 El alcance es igual a La velocidad 


27 cost a 
VA —2upgt sen a+ £?12; el coeficiente angular del vector de la velocidad 
Vp SEN UU -— Bt 

Yg COS a 
eliminar el parámetro t del sistema dado. El alcance es la abscisa del 
punto A (dibujo 17). Las proyecciones de la velocidad sobre los ojos: 


dx dy , 8 V dx y? dy y. 
TR ra La magnitud de la velocidad ($) +(52) : el yector 
de la velocidad está dirigido por la tamgonte a la trayectoria. 


661. Decrece con una velocidad de 0,4, 662, (5 Ñ 5) - 663. La diagonal 
crece con una velocidad de —3,8 cm/seg, el área, con una velocidad de 
40 cm?/seg. 664. El árca de la superficie crece con una velocidad do 


Indicación. Para determinar la trayectoria hxy que 


0,21 m*/seg, el volumen, con una velocidad de 0,0511 m3 /sog. 665. = cm/seg. 


666. La masa total de la barra es de 360 g, la densidad en el punto M 
es igual a 5x g/cm, la densidad en el punto A es igual a cero, la densidad 


en el punto B es de 60 g/cm. 667. 5626421071, 668, e” (412 + 2). 


2 (1 —22) —z z 
669. 2cos 21. 670. 31 +22) . 611. Va Fay 672. 2 arctg DN a 
d 2£ arcsen x 1 Y 
ed Ad? A cr m— ” 4 e : = 432 L 
673. + ENE . 674, —chÍ. 679. y"=6, 680. f” (3)=4320 
681. => 682, po 04 sen 2x7. 684. 0; 4; 2; 2. 685. La veloci- 
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dad v=5; 4,997; 4,7. La aceleración a==0; —0,006; —0,06; —686, La loy del 
movimiento del punto M, es z=acos 04; la velocidad en el momento + es 
igual a-—«osenat; la aceleración en el momento £: —awécosot. La 
velocidad inicial es igual a 0; Ja acoleración inicial: —«o?; la velocidad 
cuando 1=0; +a0o; la aceleración cuando z==0: 0, El valor máximo do la 
magnitud absoluta de la velocidad: aw, El valor máximo de la magnitud 
absoluta de la aceleración: aw. 687. y =nla”, 688, a) nl(1—zx)m+D, 


b) (y A 689. a) sen (2403): b) 2% cos (221 > ) . 
rd ( )! (—4)Hn! 2n! 

1 Y) —1 ' A — 4 n U . y Ñ 

0) (30 dy (1) os ) AFA" ) APT : 


g) 27%-1sen [224+(n=4) 5 | - h) A an 


b) antenas | 2 (aya 2 (yt LD (aya ]; o) U—2Bx 


! 2 
XxX 005 2457) —2nacos (+ £3%2) —n(n—1) cos (=+ Ela ) : 


(—1)"-1.4.3 ... (Qn—3) (—1y* 6 (n—4)] 


. 690. a) z-e*-—+ne*; 


d) n+l [x— (2r —1)]; 0) 253 cuando n >4. 
Map 2 

69. y) (0)==fn—1)1 692. a) 91% b) 22242; m) —Y IR. 693. a) ===57 ; 
1 —1 —f 


e) —————; dd) 


t 
4a sent — 
2 


695. a) (1-+12) (1 -P 322); b) Ay . 696. POE RA 697. (5%) =1. 


(cos t +sen £)5 dei li=o 


. 694. a) 0; b) 2322, 


b) 3acosiisent ” at sen? t 


3 ctg? 1 4e2! (2 sen t— cos t) > : A 
699, TS 700. —GmniTe ds * 701. —6e%! (1-4 3124-12). 702. mt, 
E IN ETA O a ETA PO 

caro fa” ó A A en (2)]5 ás di 

y y yo. E 
706. — ETE 707. e ad 708. di = UT" TN 
70. omo. —L mm. al; 5 ¿42% 712, Ay=0,000001; dy= 

. 256 » a 16 . e 3 9 y5 o 3 , 
—0,009. 713. ¿(1—23)=1 cuando ¿=4 u Ar=—p. 714. ¿dS—2xAx, 
AS =2rAx+Y+(42)2. 717. Cuando 2=0. 718. No. 719. dy= y =y—0,0436 . 
1 _ 4 —m dx 
720. dy =p + 0,00087. pa dy = 77 “0,0898, 722, TARMA * 
de z a dz 

—- 4. ei .), => A . == —*xe . 
723. (A 724 Via 720 27 726 2er dy 

—2 dz 1+c0s q et di 
127, Inzdx. 728, ATA" 729. TT Sp de. 730. IF en » 

pe 
10x-+8y —ye Ydx y r+y 

732.  — TT 8 dx. 733. A de. 734, Sy dz. 
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735. dr 737. a) 0,485; h) 0,965; c) 1, 2; d) —0,045; e) T+0,025 0,81. 


738. 565 cm%, 739, Y3 =2,25, Y 174,13; 708,88, Y60= 25,3. 
740. Y 10=2,16; P70=w 4,13; y '200=5,85, 741. a) 5; b) 1, 1; e) 0,93; d) 0,9. 


== y az 
742, 1,0019. 743, 0,57. 744. 2,03. 748. E 740. E. 
22) /2 (12271 
750. ( —sen z In a E mao ) as 751. E 


752. —e* (2262 +6) (da). MET 754, 3.27 sen (2245427) (a2)". 


755. e**% l son (zsena-+na) (de). 757, No, ya que f'(2) no existo. 
758. No. El punto => es un punto de discontinuidad de la función. 


762. E=0. 763. (2, 4). 765. a) E; b) =P 768. In2=(24)— 


ES donde E=1+0(z—1), 0<0< 41. 769. sen := 


=2—G7 +7 008 E, dondo E1=0,x, 0<0,< 1; sn=2— + 7 5 


2 
-+ cos Eg, donde Ez=8,", 0<8B,< 4. 770. ACA 
gr gr E 
6 Fam + em er, donde E= Bx, 0< 8 <L 1. 172. El error; 
z3 E 9 q 


a) Daya ) TAO" en ambos casos ¿==0z; 0<0< 4. 


173. El error es menor de HS" 775. Resolución. Tenemos 
En Po 
ad z q y 2 z 2 á 
== ( 1+ Z) ( l— 2) . Desarrollando ambos factores on poter- 
EN 1 
2 a 


2 
cias de x=, obtenemos: (1 +42) aio 2, = e 


3 z2 y Es 
ad a acia A E Multiplicándolos, tendremos: sn 


ó z ; a 
Luego, desarrollando e*/% cn potencias de —7 + Obtenomos el mismo poli- 
Xx 


— x qa 4 
nomjio eo it otbor dls =>. 778. 00. 779. 1. 780. 3. 781. +. 
782. 5. 783. co. 784. 0. 785. => . 786. 1. 788. -.789, 1.790. 0.791. a.792.00 


para » >1; a para n=1; O para n<á4. 793. 0. 795. +. 796,2, 


797. —4. 799. 1. 800. e3. 801. 1. 802. 1. 803. 1. 804. =. sos. 1. 
e 


4 
806. E 807. 4. 808. 1. 810. Indicación. Hallar el lim 


2 r 
ar0d £ 
3 bh 


28* 
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3 
dondo se (a—sen a) es la expresión exacta del úrea del segmento 


(R, es el radio de la circunferencia correspondiente). 


Capitulo 1 


811. (—«oo, —2), crece; (—2, 00), decrece. 812. (—coo, 2), decrece; (2, 00) 
crece. 813, (—oo, 00), croce. 814, (—coo, 0) y (2, 00), crece; (0, 2), decrece: 
815. (—oc, 2) y (2, «0), decrece. 816. (—oo, 1), crece; (1, 00), decrece. 
817. (—, —2), (—2, 00) y (8, 00), decrece. 818. (0, 1), decrece; (t, 00). 
crece. 819, (—«oo, —1) y (1, 00), crece; (—1, 4) decrece. 820. (—oo, 00), 


crece. 821. (0, = , decrece, =, co), crece, 822 (—2, 0), crece. 
823. (—0o0, 2), decrece; (2, 00), crece. 82%. (—o, a) y (a, 00), decrece. 
825. (—vo, 0) y (0, 1), decrece; (1, 00), crece. 827. Y máx = "y cuando z= 


y 828. No hay extremo. 830. y,¡ =0 cuando z=0; Y, q =0 cuando 


2=12 Ymax=1296 cuando z=6. 834. Y yn =—0,76 cuando x 0,23; Y ¿7 =0 
cuando 2=1; Ynsn +=-— 0,05 cuando z =z 1,43. Cuando z=2 no hay extremo. 832. 


No hay extremo. 833. y, ,, =-—2 cuando 2=0; y 1 =2 cuando z=2. 834, Un 
cuando 1=3,2. 835. y y, =-—3 Y 3 cenando x= A * Yon =3 V 3 cuando x= 
7 836. Yngr= Y 2 cuando z=0. 837. Y =-— Y 3 cuando z= 
= --2 V 3; U mín = y3 cuando z=2 V3, 838, Y mín =0 cuando r=-+1d: 
Ymáxr=1 cuando x=0. 83%  ynin= -+ V3 cuando <= (+3) xn 
Y náx => V3 cuando x= (+5 | k=0, 41, +2,...). 840. .Y. ax =5 
cuando Z=12kxI; Ymgy=0C0S E cuando r=12 (» + 5)" Umin" —5 
cos cuando == 12 ( +») 35 Ymi==1 cuando x-=6(2k4-1) 11 (*=0, 
+1, +2,...). 841. Y, =0 cuando z=(0. 842. Yanin= mn cuando == e 
843. na=+ cuando 2=+: Y min =0 cuando z=1. 844, y. =1 cuando 
=0. 80, Ynin= _ cuando z=-—t, 846. y,¡ =0 cuando z=0; 
Y máx == cuando z=2, 847. Yn5y=* cuando ==1. 848. No hay extremo. 
849. El valor mínimo es m= + cuando z= —1; el valor máximo 
M=z cuando z=1. 850. m=0 cuando z=0 y z=10; M=3 cuando 


2 
z=5, 851. m= cuando z=(2k +1) q M=1 cuando 2 (x*=0, +1, 


+2,...). 852. m=0 Cuando z=1,; M=x cuando x=—41. 853, m= —1 
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cuando r= —4; 4 =27 cuando 2=3. 854. a) m=" —6 cuando z=14; M= 22% 
cuando z=5; b) m= -—1579 cuando z=-—10; M=3745 cuando x=12. 
856. p=—2, q=4. 861. Cada uno de los sumandos debe ser igual a y 


862. El rectángulo debo ser un cuadrado cuyo lado es igual a z 863. Isós- 


coles. 864, El lado de la superficie, que está junto a la pared, debo ser 
dos veces mayor que e] otro lado. 865. El lado dol cuadrado que se recorta 


dobe sor iguul a E 866. la ultura debe ser dos veces menor que el lado 
de la base. 867, Aquél, cuya alturu es igual al diámetro de Ja Dase, 


858. La altura del cilindro, 3? el radio do su base, A Y 2. donde R 


es el radio de la esfera dada. 869. La altura del cilindro es R Y/2, donde R 


4 
es el radio de la esfera dada. 870. La altura del cono es E ft, donde R ez el 


radio de la esfera dada. 871, La altura del cono es ER, donde R es el radio: 


de la esfera dada. 872. El radio de la base del cono es 5" donde r es el 


radio de la base del cilindro dado. 873. Aquél, cuya altura es dos veces 
mayor que el diámetro de la esfera. 874. p=m, es decir, la sección del 
canalón tiene forma de semicircunforencia. 875. El ángulo central del sec- 


tor 0s 2x1 Ve 876. La altura de la parte cilíndrica debo ser igual 
a Eero, es cia el rocipiente debo tencr forma de semiesfera. 877. h= 


(15433, 878. pego mt. 879. Los lados del rectángulo son « YA 
o “Yo 


y »bY2, donde a y bh son los correspondientes semiejos de la clipse. 
880. Las coordenadas de los vértices del rectángulo, situados cn la purá- 


bola (5 a, + 2 y 2) . 881 ( — z) . 882. El ángulo es igual 
3 Im 3 » Fa E v3 ) 4 a A 
l 1 das Y p 
a la mayor de las magnitudes arccos — y arctg —. 883, A%4=«a e 
i s +7 
pTYq 
a d ON 
884, ci 88). a) r= ===; b LE =d EZ 886. x= 
TE ) y 3 ) E y 3 


= y 22, Pain = V 244Q. 887. Y Min. Indicación. Cuando el choque 


do las dos esferas os completamente elástico, la velocidad que adquiere la 
bola inmóvil, de masa m,, después de producirse el choque con la de 


2mo30 
ms 888. n= 


] / NR p 00 z 
nr > (si este número no es entero o no es divisor del número N, se 
toma el númoro entero más próximo al valor obtenido, que sea divisor 


masa ma, que se movía con velocidad v, será igual a 


2 
do NV). Como la resistencia interna de la batoría es igual a Si , el sentido 
físico de la solución encontrada es: que la resistencia interna de la bate- 
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ría deberá ser lo más próxima posible a la resistencia exterior. 889, y= 
5h. 891, (—coo, 2), cóncava hacia abajo; (2, co), cóncava hacia arriba; 


M (2; 12) punto de inflexión. 892. (-—coo, co), cóncava hacia arriba. 
893. (00, —3), cóncava bacia abajo; (—3, 00), cóncava hacia arriba; no 
hay puntos de inflexión. 89%. (—co, —6) y (0, 6), concavidades hacia 
arríba; (—6, 0) y (6, 00), concavidades hacia abajo; son puntos de infle- 
xión: Mi (—6; —z). 00030) M¿(6 $). 8% (oo, —V3) y 
(0, Y3), concavidades hacia arriba; (—Y/3, 0) y (1/3, 00), concavidades 
hacia abajo; son puntos de inflexión: M2 (e V3; 0) y O (0; 0). 
T Tí ; z , T 
896. (+19. (41 +3) $) , concavidad hacia arriba, (cx +3) 3" » 
(4l +5) 7) , concavidad hacia abajo (X=0, +4, +2, ...); puntos de infle- 


xión: — ((2%+1) + 0) . 897, (2£kx, (2k-+4+1) 1), concavidad hacia arriba; 
((2x —1) n, 2kn), concavidad hacia abajo (k==0, +4, +2, ...); las abs- 
cisas de los puntos do inflexión son z=fxf. 898. (0, 3) concavidad 


ya 
7 2 , E : 4 3 
hacia abajo; ( =>) 0 ) , concavidad hacia arriba; M (7: 773) ; 
ES 23 2e3 
punto de inflexión. 899. (—«oo, 0), concavidad hacia arriba; (o 00), conca- 
vidad hacia abajo; O (0, 0), punto de inflexión. 900. (—c«o, —3) y (—1,00), 
concavidad hacia arriba; (—3, —1) concavidad hacia abajo; puntos de inflo- 


xión son M4, (—3: LG) y Mot; E). 901. 2=2 y=0. 902 2=1, 
z2=3; y=0. 903. z=>=2 y=14. 904. y=zx. %W5. y=—z (izquierda), y=x 
(dorecha). 906. y = —1 (izquierda), y=1 (derecha). 907, x= +4, y = —z (Íz- 
quierda), y =z (derecha). 908, y=-— 2 (izquierda), y =2x—2 (derecha), 909. y=2. 
910. =0, y =1 (izquierda), y =0 (derecha). 911. z=0, y =1. 912. y =0. 913. = 
= —1. 914. y =x2—n (izquierda; y =x +: (derecha). 915. y =4. 916, y y ¿y =0 
cuando x=0; Y yq = —4 cuando z=2; el punto de inflexión es My (1, —2). 


917. Y. 4 =1 cuando z= + VY3; Ym¡n=0 cuando x=0; el punto de infle- 


xión es M2 (+ 1; 2). 08. Ymgx =4 cuando z=—4f; Ymgn=0 cuando 


z=1; el punto de inflexión es M4, (0; 2). 919. y ng, =8 cuando z= —2; Y yn =0 


cuando z=2; el punto de inflexión es M (0; 4). 920. ym; =-—1 cuando z=0, 


los puntos de inflexión som M,,2(+VY5; 0) y Mo (et 35) E 


921. Y gx = —2 cuando z=0; yy =2 cuando 7=2; las asíntotas son z=1, 


y=x=-—1. 922. Los puntos de inflexión son M,.2(+1,-32); la asíntota es 
r=0. 923. Ymiy =—4 cuando z=—1; Y =4 cuando r=t; la asíntota 


os 2=0, 924. Y y =3 Cuando z=1; el punto do inflexión es M(-Y 2; 0); 


la asíntota es z=0. 925. Une =$ cuando z=0; los puntos de inflexión 


son M2 (+4 7): la asíatota es y =0.926. y ¿y = —2 cuando z=0; las 
asíntotas son x=>3+2 e y=0. 927. Y y =-—1 cuando z=—2; Yn¿y=1 
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cuando X==2; los puntos de inflexión son O (0; 0) y Mi, a ( F2Y3 + mE ) : 


la asíntota es y=0. 928. Ya =1 cuando z=4; el punto de inflexión es 


M (s. 5): las asíntotas son z=2 e y=0. 929. El punto de inflexión es 


O (0; 0); las asíntotas z=+2 e y=0. 930. Y mg = a cuando 2; las 


asíntotas son 7=0, z=4e€ y=0. 931. ymgy =-—4 cuando =—1; Y mn =4 
cuando z=1; las asíntotas son z=0 e y==3z, 932. A(0; 2) y B(4; 2) son 
los puntos extremos; y ys =2 Y2 cuando z=2. 933. A(—8;, —4) y B(8; 4) 


son los puntos de los extremos. El punto de inflexión es O (0; 0). 934. El 
punto del extremo os A(—3; 0); Y m¡n=-—2 cuando =-—2. 935, Los pun- 


tos de los extremos son A(—VY3; 0), 0(0: 0) y B(V3; 0); Y. = V2 


cuando x= -—4; el punto de inflexión es M (VIF2V3 


y y +). 936. Ynga =1 cuando x=0; los puntos de inflexión 


son M4, 2( +1; 0). 937. Los puntos de inflexión son M,(0;, 1) y Ma2(t; 0); 


la asíntota es y=—zu. 938. Y p¿y=0 cuando 2=—4; Yin =--1 (cuando 
2=0). 939. Y m5y =2 cuando z =0; los puntos de inflexión son My, 2 (+4; Y 2); 
la asíntota es y=0. 940. Y ¡n= —4 cuando 2=-—4; Y mgy =4 cuando z=4 


el punto de inflexión es O (0; 0); la asíntota es y=0. 941. y, ¡n =P 4 cuando 


2=2 Yin =V 4 cuando 2=4; Y max =2 cuando z=3. 942. y, =2 cuando 
x=0;, las asíntotas son z=+2, 943. Lus asíntotas son z=>+2 e y=0, 


9%. Ymnin= + cuando 2="V3;, Ymix = — - cuando 2= —"Y3; los 
puntos de inflexión son My ( — 3; 5) , O(0; 0) y M, (3: 3) ; las asiín- 
totas, 2=3+ 4. 945. Vai =33 cuando z=6; ol punto de inflexión os 
M (12: 75) : la asíntota es =2. M4, vn cuando z=—1: ol punto 
du inflexión es M (2; 5) s la asíntota, y =0. 947. Los puntos do inflexión 
son Mi (—3a; 3) y M, ( —a, =) ; la asíntota es y=0. 948. ym¿y=.*e? 


A e E la asin- 


cuando z=4; los puntos de inflexión son M,y,, ( 
tota, y=0, 949. yg =2 Cuando z=0; los puntos de inflexión son 
My, 2 (+ 1; >) . 950. Ypygx =1 cuando z=-Hi; Ysato =0 cuando z=0. 
951. Y gx =074 cuando z=e2*s 7,39; el punto de inflexión os M (e = 


2 
= 14,39; 0,70); las asíntotas, r=0 e y=0,. 952, Uma =—37 cuando zu= 
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a 3Ja2 


Ya” 5) . 933. Yraín == cuando 


=7 el punto de inflexión es M ( 
€ 


( 2 
zx ==e; el punto de inflexión es M (e; 5) s la asíntota es ramal; y —>0 cuando 


z—>0. 95%. Yináx == 0,54 cuando z =5- 1=->—0,86; Ymsg, =0 Cuando 


x-=0: «1 punto de inflexión es M (-1= 0,68: L 0,97); y —>-0 


cuando 2->—1-4-0 (punto límite extremo). 953. Y mí, =1 cuando z=+ V2; 
los puntos do inflexión son M,,2(+1,89; 1,33); las asíntotas, z=-w+ 1. 
956. La asíntota es xy =0. 997. Las asíntotas son y=0 (cuando r—-)+ 00) 


e y:=—zx (cuando —>-—oo). 958, Las asíntotas son tc —— z=0 e 


y=0; la función no está determinada en el segmento [ +0] ¿ 


Ymin=— V2 cuando 
2=7 1 +2ka Ymáx = V2 cuando 2=-+2kn (Kk=0, +4, +2,...); los 


3 
4 


959. Es una función periódica de período 2. 


puntos de inflexión son Ma ( T+ dem; o) . 960. Es una función poriódica 


de porfodo 2%. Y = — V3 cuando + UE 20 Y max > q V3 


cuando :=3+2%n (k==0, +41, 32,...); los puntos de inflexión son 
Mz(km; 0) y MN (arecos (—) +2 Ñ VA5) . 961. Es una función 


periódica de período 2x1. En el segmento [—x, 1] Y gx == SS cuando 2=+-P; 


Yin =—2 cuando 2=-+ 3; Y ¿p=0 cuando x==0; los puntos de infloxión 
son Ma, 2 (+ 0,57; 0,13) y Mg, ¿ (+ 2,20; —0,95). 962. Es una función perió- 
dica impar de período 27. En el segmento [0, 211): Y máx =1 cuando z=0; Ymin = 


0,71 cuando x= == Yináx =1 cuando E =-—41 cuando z=x; 


4 ») > Yinín 
UVinár = —0,71 cuando 2=z T; Y min =-—íf cuando z _3 e Ymax = 1 cuando 
=2w los puntos de inflexión son M,(0,36; 0,86), M>(1,21; 0,86), 


M3 (2,30; 0); Mi (3,51; —0,86), M5 (4, 35, —0,86) y My(5,50; 0). 963. Es una 


función periódica de período 25. Dan = cuando == + ¿less 


2 cuando 2=—n+2kn(k=0, +4, +2,...); las asínto- 


Yimáx 2 
tas son 2=Ha+ka 964. Es una función periódica de período xi; los pun- 
tos de inflexión son AZ, (+ + tn L2) (k=0, +41, +2, ...); las asín- 


3 ; ¿nd F 
totas son 1= 7 N+k, 965. Es una función periódica par de período 2x1 
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á4 
En el segmento [0, 1]: Ymix==:=>55 Cuando zx =arccos 5 Yináx =0 cuando 


3 y3 


1 
cuando  xI=Arccos (3): Umin =0 cuando 


=D Ynmin= — 


3 V3 Ñ 
. A, so” 
z=0; los puntos de inflexión son M, ($: 0) ; Ma (arcsen 12. 2) 
= EVE 
y My (1—aresen Y2, 7. 966. Es una función periódica par de 
2 


período 271. En cl sogmento [0, 1): gp =1 cuando r=0; Y pig = 


2 
cuando <=arccos (33) . == cuando z==arccos Pa ; 
Vi 3"Y6 6 


Yin = 41 cuando z==xt; los puntos de inflexión son M5: ): Mo 
13 4 13 131... 4,/18 
(arceos 18 Y 15) y Mz (arccos (— 15) 3 5 .) 


967. Es una función impar. Los puntos de inflexión son Ma(kxr: kn) 
(k+=0, +4, +2, ...). 968. Es una función par. Los puntos de los extremos 
son Ay, 2 (+ 2,83; —1,57); Y mgr 1,57 cuando 2==0 (punto de retroceso); los 


untos de inflexión son M4, 9 (+1,54; —0,34). 969, Es una función impar. 
u campo de existencia es —1<z1<1. El punto de inflexión O(0, 0); la 


asíntota z=w+=41. 970. Es una función impar. Uns = 3 —1+2ka cuando 


a+ i+ 2h cuando 2=>2+ km los puntos de in- 
2k 


E 
2=- + bn; Ymin "7 


El a (=0, +1, +2,...). 


971. Es una función par; y,¡p=0 cuando 2=0; las asíntotas son y= 


flexión son Mp» (let, 2k31); las asíntotas x= 


= —> x—í (cuando r-—>—00) € y == =-1 (cuando a — 4-00). 972. Y min =0 


cuando x=0 (punto anguloso); la asíntota es y =1. 973, Yoo =1 +3 cuando 


37 si 
<=; ná = 31 cuando z=-—4t; el punto de inflexión (centro de 


simetría) es (0, 1); las asintotas, y==x=-+2% (izquierda) c y=x (derecha). 
974. Es una función impar. Yp5y == 1,285 cuando 2==1; yy ¿ =1,856 cuando 


2=-—1; el punto de inflexión os M (o, 5): las asintotas, y=3+n 
pe 
2 
e y=z—Iin2. 976, yop "=1:32 cuando +=1; la asintota es x=0. 


(cuando 2=>-—00) 0 y =3 (cuando z->-+o0). 975. Las asíntotas son x=0 


977. Es una función periódica do período 2x. nta == cuando z= 


3 
=> a+ 2ex Ymáx =* cuando 2=3+2kx («=0, +1, +2,-...); dos pun- 


. E A: 
tos de inflexión son — Mx (arcson Ys Ll 2h: e * 
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3-1 V5+!1 
y Na ( —arcsen 8 + (2k+1)m e . ). 978. Los puntos de los 


extremos son A (0; 1) y B (1; 4,81). El punto de inflexión es M(0, 28; 1,74). 
979. El punto de inflexión es M(O, 5; 1,59); las asíntotas, y =0,21 (cuando 
r=>-—00) e y =4,81 (cuando z —>- +00). 980. El campo de determinación 
de la función es ol conjunto de los intervalos (2kn, 2k1 41), donde k=0, 
+4, +2... La función es periódica de porfodo 21: Yp¿y=0 cuando 


2=—-+2kg (k=0, +1, +42 ...); las asíntotas son z=kxm. 981. El campo 
do determinación es ol conjunto de Jos intervalos (2-3) T, 


(2:+>3) 2), donde k es un número entero. La función es periódica 


do período 211. Los puntos de inflexión son M4 (2kn,; 0) (£=0, +1, +2, ...); las 
asíntolas, r=-+ SF +2kn. 982. El campo de doterminación es zx >0; la 
función es monótona creciente; la asíntota es z=0. 983. El campo de deter- 
minación os [22% |< (k=0, +4, +2, ...). La función es periódica 
de poríodoj2%; Yin =1 cuando z=2kx (k=0, +1, +2,...); las asíntotas 
son => +. 984, La asíntota es y==1,57, y>—— cuando z—>-0 
(punto límite del extremo). 985. Los puntos de los Os son Ay, 2X 


8 
X (+ 1,31; 1,57); Imp =0 cuando z=0. 986. Umin=[+) =0,69 cuando 


:=2 00,37, y->1 cuando z—> +0. 987. El punto límite del extremo 
1 

es A(—+0; 0); Umpx=2 == 1,44 cuando x=e=2,72; la asgíntota es y=1; 

los puntos de inflexión, M,(0,58; 0,12) y M2(4,35; 1,40). 988. 2, (n= —1 

cuando tai (y=3); Ympn=—1 cuando t=—1(2==3). 989, Para obtener la 

gráfica basta con variar £ ontre los límites de-0 a 2x1; Zpfn= —4 cuando 


t=a (y=0); Ima =2 cuando ¿=0 (y=0); Ymn=—<« (punto de retroceso) 
cuando +5 (12=0) Ymix=+4 (punto do rotroceso) cuando == 
T 37 ón 77 


X (2 =0); los puntos de inflexión cuando £ = e a son 


a a 4 
t=HXk-_—=) =x-35)- 990. z === cuando t=-—A (y = —.£); 


e y 


Y máx == cuando ¿=1 (x=e); los puntos de inflexión son ( E : 


vz") cuando t=-—VY2 y (vz”*; YE) cuando t="Y/2; las 
HE 


asíntotas, 2=0 e y=0. 991. Znin=1 € YUngp=1 cuando £=0 (punto de re- 
troceso); la asíntota es y=2x cuando t—=>-+00. 992. y y p,=0 cuando ¿=0, 
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ad— gq? 
cos x= ayet_= > ll. dondo ¿=Y/a7— 3, 995. ds= 
V at— 3x2 Va * 


== VAR ds; A A 996. 4/2 ax; 


. 
, 


a sena —1/ 2. 997. de = ch = da; COS A == 


ch= 
a 
sena = th. 998. dz =2a son y dl, coS 0 =SeN =y ; sen Q.= 008 yy . 999, ds = 
== 3a sentcost dt; cosa =-—cost; sena =sent. 1000, ds=a YiFp ap; 
1 a ——y 
cos f =--—_—_—”. 1001. o 14 pido: cos PB= — ——— . 1002. ds = 
bz id il Vr 
= dp; sen $ =008 y. 1003. ds=4c08 $ de; sen P=cos $. 1004. ds = 
cos* 


VIF(Mma? do: a A 
=r V1-+ (Ina)? dp; senf= VIO" 


1006. K=36. 1007. K=—=z. 1008. Kpa=+f: 


2 
1003. de==d; sen P = cos 2p. 


Kp=2. 1009. K= 


3 y2 pb?” a? 
E E . 1010. K= 7 en ambos vértices. 1011. (7: 3) y (7: 3). 
« a 
TEA a E 
j e ” ” Óx " ñ aAyA Í 
2 2 
1015. po qa . 1016. R= 3 “sen 2t . 1017. R=]|et[. 1018. R= 
=|]r YIFR]|. 1019, R=| 3, aos $, . 1020. Rip =|p!| 1022. (2; 2). 


2 4 2 ' 
1023. (a Ga). 1024. (324 (u—3) ==, - 102. slide did 


o di . 1026. py (X— py? (parábola semicúbica). 1027. (aX) Ñ 
4 
aria , donde c?=a2—32, 


Capitulo 1Y 


En las soluciones de este apartado, para simplificar, se omite la cons- 
tante arbitraria adicional C. 


2 
1034. 2227. 1032. 2284422432. 1093, EE PE. 1094, ota 


n-—i 


PA 


1037. Y nz. 1038. atr— 


e 


2 1 RES ys 
32 099, YE. Ya _ Ya 
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Quim Yzg  4emin a | 2 Yz 


3r> E 
—6y z. 1041. A E A EA . 1042, 2a Va az—4an—+ 
1 z— Y 10 
47 Y az— 2x2 1043. —= arc 1044. —= In 
de ve Y “7 2110 nl: 


1043. In (2 4- Vi+ 22). 1046. arcsen 5 75 : e arcsen Gn (+ V13+2). 
1048*. a) tgr—x. Indicación. Poner tg2r=sectx—41; b) z—thz. 
1040. a) —ctgr—zx; b) z—cth z. 


Indicación. Poner th? x=41-— 


ch? z 
(3e)* C 0 ¡ a da 
1050. Mm3FT: 1051. —aln y $ Resolución po dz = 
—a Ñ == e inl0—2]4a ln € =e In | E 1052. z4+-In]22+41 |. 
Resolución. Dividiendo el numerador por el denominador ela 
o E De donde pd dr= Y d+ =x+ 
21 +1 (9 TT 2 Tr 
a ter +1 3 hi As 
A e ind? 1053. 7 245134221. 1054. < 


plble+dst 1055. La Dn jas+p1 1056. 47421241. 


1057. E 1058. PP paq orpolale—al 1059. alx 4 


2 
+20b In|z—a | — — 1060. Int lp Indicación. 


a? 


de —( (rr t1, dz dz e E 
E =| E dl A! a 06. 2 VI. 


d 
1062. — Vía—bxP2, 1063. Y23FF1. Resolución. ya” 
T 


lr =V22 1 2+1. 1064. 2 yz 4065. na (> Y +) 


1 1 YV7—2 Al 4 Vatb+r Lo! 
1066. 067... —————= == |. 
ya" as y2 j 2 Y a3—p2 ¿ Va+bzrYa—b 


2 2 
1068. z— YZarctg 7 1069. —(F+<GInfat—at1). 1070. 2— 


In (1244) +arctg + 1071. —Ñ ; in (2 Y 2x4 V 7 +38z?). 

1072. —arcsen (> TÁ 1073. 21n1372—2)-—1n 2V3-V2| 
VS md 3 216 TO 

1074. | (Y >>) — In (52247) 1075. VA 
¡+ J 

+ ln (2 Y5+ V5F1). 1076, Y 23413 ln|24+ Y 224.1 


1077. o 1078. In (22343). 1079, in (4222462) + arctg E. 
1080. 5 arcson E . 1081. zarctg z3, 1082. lnJa3+ ya=T1 1083. =Y laresen 2] z)9. 
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(arctg 5) NOTAS A 
1084. tt . 1085, : ln (1-+4x2) - Varoig 224 . 1086. 2 V In (2+ Y 1+22). 
2x 


a 1 a y 
== e ve 2-9x he! a = 
1087. > 07m, 1088, 31074 8x. 1089. el +e!. 1090, qe + 21 
a 1 % px 2 13%, —3r 
a a a a EI 
Fe 00 (E) -2. 1092. (za +a JE 
1 
1093. TUN 1094. 2107 da 1095. —l€. 1096. Tag? . 
3 E 4 
1097. InJeXx-—1|. 1098. ¿7 VIH. 1099. (et 1J". 1100. q 
, 4 1 ae 
Xx , 7 > A A 
5 ln (2 + 3). Indicación. 24353 (1 573): 
4 j AREA ; 
1101. Ta e rtg (ar), 1102, —yp Un pap | 1103. arcsen e'. 
— 
1 , z 1 
1104. =p" 00S (a +bx). 1105. “Y 2sen E á 1106. T—-— 008 20%, 
1107. 2sen Y/z. 1108. —1n.10-cos (lg x). 1109. 5 A ladicación. 


Sr 2x 


Poner sen? 2=-7 (1—cos 22). 1110, ++ Indicación. Véase la 


indicación al problema 1109. 1111. — tg Del 1112, E: a 


1 JE O, a 1 e 


15" 
| 


1113. aln | 1114. 


1116. 58 (12), 1117. e 1118, Maat ici ln 


ta 
1119. —1n|cosx|. 1120, Injsenx]. 1121. (a —b) In [son 53 | . 1122, 5 Ln | sen | l 


1123, —2In|cos Y 2]. 1124. 5 In | sen (2241) (. 1125. In | tg 2]. 1126, ¿sont = 


sent 6x 1 p 
1127. Ta . 1128. As atar . 1129, TF In (34-c0s 32). 
1130. — Vios2a. 1131. -+ V(1+E3 cos? 23, 1132. EPA 
5 

O a O 3 ct? r 

+ 3 ei A pee 
1133. < Y iz. 1134. | 1135, y 7 [te30+ 737). 
1136. EN t ). 1137. 7 In|b—a ctg32|. 1138, ch5s— 


+ sh 5z. 1139. 5 ++ sh 2x. 1140. 1141, 2arctg e”. 


(142, Infthzl. 1143. Inchz. 114%. Inishej. 1443, — V (6-2). 
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le 14 1 e 4 Loa 
1146. pues 1147, ES 1148, e”. 
1149. Y harctg (= Y $) 11m (o V3+ V2+F322). 1150. E 

2 2 V3 3 

2 
4221012411. 1151. YE 1152, In|z+cosz|l. 
1 
1153. < (m1 sec 32483214 az) - 1154. ——. 1455, In|tgo+ 
— E 4 g80n x 
uo 2-21. 1156, Y 2 arcta (x V2) RF: 17. > 
(738 2 

158, LEX uso, + arcsen (22). 1160. —tgar—2. 1161, 3 
tez zon == 
1162. arcson£. — 1163, ala (++) 1164. YARD. 


1165. —21n |cos Yz—1 |. 1166. — In | tg 5 . 1467, ¿args y lc 


+ arctg z. 1168. —In[sen x-+c0s 2x1. 1169, YY2 ln 


x 
| 


— Cos —. z A — ; . INniz arctg z. 
y? 7 1170. + ve l o 1171. Injz|+2arctg 
1172. een?r, 1173, q arosen a +4 Y4—323. 1174. z—In (1+.e%). 
1175. VA arctg z e 25D). 1477. 2 inftg ax. 
> ad — 
2 
T 2:tt 2+1In z (arcos 5) 
178,  — 3. cos CF +). 1179. 3 In JE |. 1180, — 
2 
1481, —e“tE=, 4182, Í arcson (pta 1183. —2ctg2x. 1184. Sai 
2 2 2 
— Viz?. 1185. In (sec 14 Vacciz+1). 1186. in _V 34 sen 22 : 
i 4 V5 V5—senzs 
tg z á eo. h NN 
1137. yan (73). Indicación. | osas VS 
dx 
co y A RE 
EA PT 1188. VIA VIFAS. 1489. sh(294+3). 
A E 
1190. q y 2". 119.0) —= doo cuando z > /2. b) —In (1+e"*); 


c) gp (5223) dy 2 VE 2Vz3+1; €) In(senz+ Y 1+ sen? zx) 
1192. E ERA. 1193. ¿(UE 542 V 3210114131). 


1494, ln | Ai . 1195, 2arctg V2F—1. 1496. In 2—In21a/In z+21n21. 
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1197. ra. 1498, 5(e*—2) YFFT, 1199. E (cost z—5) V ¿0 z. 


3 4 XL AA al 
1200. In A . Indicación. Ponerz=-—., 1201. —= V1-— 123 
14 Y22+1 | | ¿ 2 v de 


ie dl , 
+ y arcsen zx. 1202. -+ ViZA-;3 y2=2, 1203. Yriaiae arecos = á 
1204. arecos —, si 0>0, y arccos [ —-¿ ), si 2<0*). Indicación. 


==> y2 
Poner pm. 1205, VAFI—In EV REA ¿ 


Obsorvación. En lugar de la sustitución trigonométrica se puedo 


1206. — VicA 
0 4x > 


utilizar la sustitución == e 1207. > Yi—2 + arcsen z. 
EE 2 zz 
1208. 2arcsen YVz. 1210. Ya=24H la 04 Y 2388), 1241, olnz—z. 


1212. zarctg --- 7 In (1422). 1213. xarcson + Vi — 32, 1214. senz—:zc08z. 


xsendz ,cos3z + « 1n 241 
1215. A « 1216. — qx . 1217. EN . 
e3 


1218. $7 (9262-42). Resolución. En lugar de integrar repetida- 


mente por partes, se puedo emplear el siguiente procedimiento de coeficien- 
tes indetorminados 


| 2303% dem (Axt4 Be+C) 68% 


o, después de derivar, 
x2e3% = (Axl Br+C) 303% + (242 + D) 9%. 


Simplificando por e3* o igualando entre sí los coeficientes que figuran con 
las mismas potencias de x, obtenemos: 


1=3A; 0=3B+24; 0O=3C-+B, 


de donde A B=-=>; c=É. En la forma general | P, (2) e% dx = 


=0Q, (1) e2%, donde P, (2) es el polinomio dado de grado r y Q/(z) un 
polinomio de grado r con los coeficientes indeterminados. 1219. —e7* (2245). 


A 
Indicación. Véase el problema 1218*. 1220. —3e * (234902 4+54x +162). 


Indicación. Véase el problema 4218*, 122%. — ms Ena 
4 8 
2 | 
1222. EA sen 2 E cos2x Indicación. Tambión se reco- 


mienda utilizar el método de los coeficientes indoterminados en la forma 


| Pp (2) cos fa dí =Qn (2) cos fr + Rn (2) sen fx, 


*) En lo sucesivo, en casos análogos, se indicará a vecos una respuesta 
que corresponda solumente a una parte cualguiora del campo de existencia 
e la función subintegral. 
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dondo Pp (z) es el polinomio dado de grado n y Q, (1) y Rh 5% son unos 
polinomios de grado nr con coeficientes indeterminados (véase el problema 


12488). 4223. Linz— 422%. 212220 Im2+2%. 1225, 2 _ LL. 
3 9 : ES 
1226. 2YzInz-4VZ. 1227. Á rciga— 1228, Garcsen =— 
+ arcsen 24% Vi—x2. 1229, z lu (2+ Y 1422) — Y 1 +23. 
x a 
1230. —zctg z+]n ¡sen x |. 1231, AL Ed / a E 


eS 3* (sen z++cos zx 1n 3) e“X (a sen br — bos bx) 
1233. 1F(23) : 1234. A 


a 2 
e x 


2 


(22441). 1237. zer + (Yzx=1). 


q E —1 i—3 
1238. 7 pe +32) ln + pd. 123, l e 
1240. A 1241. Tn(nz)—4]-Inz. 1242. arotg 3z — 


e 1 1+x 4 
A A 3 e 1 3 
13 +70 1 (907%+1). 1243. 3 7 (arctg 2)2—=x arctg z += In (1 + 3). 


1244. z (areson 2)2 4-2 Y 1—u arcson z—2z, 1245. — 
+ In 


1235. 5 [sen (In z)-—c0s (ln z)]. 1236. — 


q 


aresen t 


E 
zx tg2x 


1246. —2 Y 1—z aresen Y 142 Yz. 127. q + 
eY* (c0s2r—2¿sen 27 z 
a A 


5 2 
z COS (2 In x)+2z sen (2 In 1) dis zx EN 
A 1250, TE 2 arctgz. Resolu- 


o ES . — — 1 
ción. Poniendo u=x y dv= , Obtenemos du =dx y D=-5 EFD 
22 dz dz 


T 7 
De endo Y tl a ant 
+> arctgx4C. 1251. 7 (5 arctg tara ) . Indicación. Em- 


zaz 
(Ani 


rca 2 
pléose la identidad 1 = E [(224 02) 22). 1252, 7 Va 2343 areson — . 
z dz 
Vaz 
— 123 dz 


y v=2;, tenemos | Vaiid=xz Y al—ii— | — 12 Y 01 8 


Y a2 — q? 


Resolución. Ponemos u= Yal—21 y dv= dx; de donde du=-- 


(a2— 22) —a2 SP A dz 
-/ VER == di=x Y a —23— Ñ Y al— 1? di +0? Vaz . Por 


consiguiente, 2 Yaiza dr=x Y al—124a? arcsen = . 1253. + Y Ata24 


+£In/24+V4F2l. indicación. Véase el problema  1252*. 
pa 


7 Indicación. Véase el problema 1232*. 


1254. -5 VIZR+S arcsen 
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a 1 l z | ea bt o... 1 
y la — |. 1257, a arct . 1258. JX 
(2F2 ya yú 
x ln (2277413) 4 arctg HE 


VE 


1260. E lid +4 A ari 


1255. 


, 


- 1259. El In (124745) + 4 arctg (12). 
ME . 1261. 243 1n (12— 61 4-10) + 


+8 arctg (r—3). 1262, . arcsen 0 1263.  arcsen (2x—1). 


v2 9 
1264. In [+24 Vaitpz0 , 


1265. 3VI4E5. 


1266. — —2 Yi—z—2?*—9 arcsen y ; 1267. q VIH 1-+ 


e ——— —27 PA 268. — nl 
+7 ESA JAVEA 2271). 1268 lo 

E. 75 1270. arcsen A EVE (> Y 2). 1271. —arcsen =F1: 
V2T2F5+2Im AER 1273. E ya 24 


rd y2iai4 2 arcsen a. 
4 8 3 
1. 1276. = arctg pon a 

V3 


Yy3 
¿rr 1278. —In|cosa 4-24 Y/costz + 4cosz + 11, 
Aena E E 


==” . 1280. ——= in 
V5 d 


a — 
; 4 <—1)(1+ 3) 
1281. +3 In[z—3[—3Inf=—2J 1282 ¿2 In nea 


1269, E 


+1 
1272. z 


+ arcsen e 1). 1274, 


1275, - in |- 


1277. ln (*+3+ 


1279. —Y1—41nx—In21x—2arcsen 


(a + 5). 


1 161 
E-DG—45 Put 
(E 3p y 


1 


1283. In q + 


' 1284. 5z+In . 1285. 


(1) 
q16 q? 11 8 
mal ml 1286. y Z2+ Gin pi 2 (2-21 2-2” 


2 o A 7 30 q 15 
r—1 


1 
1291. 2+n Em 1292. ME 


INTE OE 
dl 1293. 7 In |2— 3 | Pl he ¿rain 


1290. 


arctg(z +2). 1294, In area E, 1295, 2 


NO 


+50 
29—1016 


450 Soluciones 


x la ID er Y arotg y 1296. In A + 
+ arctg Hi 1297. 7 peas 1298. aan * 
+Harctg (+1). 1299. In[z+1 Mans 5 Yetg 0 
—F In (5242-14). 1300, A+ In lia (2-2). 
1301. Terna" + y Injz+ti— ne 4 1) +4 aretga. 
1302. —3 arg 2 34m == - 1303. ra 


15 r—3 
+38 arcty z. 1304. “Az + 2 In (12—2x +2) 4- arctg (z — 1). 


1305. 78 ln | 23 1-8|—In | 23-44 |). 1306. pr | In 234 at 4|— 


A 2. : 1307. ==" ta +21] nn 
1308. y (21n a ar): 1309, A 1310. Injz|- 
—7 1127441, Indicación. Poner 1=(172-1)—x7, 13114. In|= |< x 
x1n [254114 57m" 1312. arctg (241) —< arctg pe . 
1313. TIREN TT 1314. ot 
—arctgx. 1315. pri [EA EA |. 1316. 7003 X 


RI TFOP55 Y IFR. 1317. 2arctg VarT. 1318. 6/z2+ 
+3 742 ae (+2). 1319. 72 Vie Y B— 7V +2 Yi 


a se 2 
—3Y23—6y1-3Iml1+Y2z|+6arctg yz. 1320, In vt] 
Va +24 Yx+1 
2 2 ai 1 
— —= aroty ——=—— 1321. 2 —2 Y 2 arct Vo 
ya a 3 Y x—2 Y 2 arctg 
1322. —2arctg Vi—z. 1323. YA (9) 4 Mm 124 Y) 221 l. 
a: + 2241 2 y a 
1324. 3 ln ———_— ++ arctg Y3 + y donde z— 1" 


1325. YE, . 1326. E e (27—1+2 Vriz+1). 


Soluciones ást 


A 
1327. A 1323. (5 23 04328) Viki 


15 16 2 
3 4 
— 6 PO AA y PEE, MESA Mbs 
a iba 2%), em (at) V2=14 y ArCSen — 
e 1 3 
1330. EFI Y 22 a” Hi 1331. Ry In|[z14+-3Im— 
-(2—G+R)-0 (1-42) , de donde R=Y2272P1. 1352, 2 24% 


2 Y1p2zi" 


1 y AF 141 1 vtr (2221) YIEZ? 
1333. zin a —=5 arctg y ri+41. 13%. [—— > 


a. (2—1)2 Vv3 2244 E mm 
1335. 5 In El + —— arctg =/3 ; donde ey 1-25, 
— — 
4 3 es 
1336. —+ SN 1337. VE 4417, 1338,  sonz— 
8 (242% 
3 
a y sen? z. 1330. —c0s 23 4-7 cos" 2 cosb x, 1340. MW _ 
senó z 1 z 4 z son? z 1 
a, 341. — (098 o > (OÍ — o ee 
. 1341 q —] eos 5 1342, 5 da 
dá . 4 ”. 
—2In|senz) 1343. E mi ns 1344. F- ——. 
zz senár , sen$2z 9 1 1 
E to h AS E E LS 
1345, 16 YA 787" 1346. 16 + ¡7 sen 6x + 7 Sen 12z 
1 cta? x Ls 1 
ETA sens6zx, 1347.  —ctgx MO 1348. tg 4 y tg TH tg5 z, 


cta? y tg y Ñ tz ey Aa 
1349. A A 1350, E 2cte2zr. 1351. 3 tg z+ 


| 3 1 ya 
+3 Inj tg lg Tu . 1352. E +2 1n tg . 1353. GX 
cos? 
EM z,. 1354 —cosr 3cosz 
x [10118 5 [+ ln e(7+3)|) j E ed 8 sen? z ad 


3 | sen 4x 3sen 4z st 
ds 18. za Teod +3 ga | tg TE 7) | : 


1356. 7 tg dr. 1357. HE —In]senz!. 1358. — ctpO + 
+etgr+x. 1359. 2 ig? 5 + tg 5 —3t8 5 +31n|cos 5| 4 2. 
1360. H- nn - 1361, ME . 1362. Vaz Y co 
—-VGTZ. 1303. 2187. 1364. 77M A 
— a arctg a donde 2=VYtg z. 1365. ES z 


29% 


452 Soluciones 


] sen 257 sen 5x 3 5x z 3 
1366, E RES — a 1367. = sen Gr ara a 1368. > Xx 


sen 2az , cos 2b t cos q sen (2wt + p) 


zz 1 
X C08 q — “5 COS z. 1369, E 1370. A A 


Sen zx sen5z A 7z 1 1 4 
E 0 PA 
5 Y — —a7 + a 1372. 2 cos 6x 16 75 “08 4x— 7 Cos 27. 


 laytgZ 
4 2 4 T TL 
+ [2 v2 (+3+5) 


1371. 


1375. 2—tg> 


1376. —z+tgr+secz. 1377. in 1378. arctg (1-8 5) - 


12 
1379, 1 E 


+2c0s 7 = 0 (2 sen 243 0087) +8 (2 5en 4-3 cos 2)”. De donde 24—3P=3, 


In|2s0n x4+3c08x|. Solución. Ponemos 3senz>+ 


3a+2$=2 y, por consiguiente, a4==--> 5 » Bu a Tenemos 


da 3 á 5 (2 sen +3 cos x)' eos 5 % 
y 29en 14-308 2 13 13 ¿sen z+36c03 zx 13 13 
xln|2s0nz+3c0szf. 1380. —In[cos=—sonz|. 1381. =y trctg (3). 


Indicación. Dividir el numerador y el denominador por cos?z. 
1 Vitgr 
1382. — arctg | ——. 
Vi5 pd v5 
4 2tg1+3—Y13 
V13 2tg1+34+ V13 
1381. 1384, 5 ln] E | . Indicación. Véase el problema 1381. 


). Indicación. Véase el problema 1381. 


Indicación. Véase el problema 


1 


4 4 tn V2+sen 2 
— >. 1386. 1 4 30 2 u 1387. Es El] - 
2 (1 —cos 2)? AREIAE) 2 Y 2 an 2x 


T 
dE A 2tg—1 4 3tg 5-1 
¿TU DA EA Y 


—— arct - 
2 Y2 2 y2 
se . 1] [. 4 e 4 
Indicación. Utilizar la identidad fia Bs) AAA 


1385, 


1388. L yy 95807 1380, 


gs 

1 83 
a 
— ez+l | 


Indicación. Utilizar la 


3 
4 —sen r-+ cos z 1391. ch? z 


OT E A 3 chez. 


identidad 
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= 2z sh 4x shí z z sh 4x 
1392. . e 53-139. 7 - 1394, —E + 
S th2 
1395, lali mE + 1396. —2cth2x. 1397. In(eha)—-,2 
th3 z 2 
1398.  z—cthzx— 1399. arcte (th 2). 1400. —Ñ—=x 
3 g (th z) E 
3 th do 
2 shix sh2xr z 
V5 E 2 4 2 
Indicación. Utilizar la identidad a =shzx+<ch<x 
sh zx—ch xz 
1402. Y —InlV2chx+ YH 22). 1403. ZA VI=25—=2342 arcsen ==. 
1404. + V2+ 224 1n (2+ Y 2+F 23). 1405, + V pa In (24 
+V1F 2). 1406, E VI Fi+ + In (214 Y FT22 72). 


1407. 7 V23=4—21m|24+ Y 234]. 1408. 22 ya 1120444 


+42 Y12F2l. 1409. ci yY2—=6—7—8 In | 34 Y 11 —61—7 E 
1410, q 0u+1) (822482417) Y xix 1 +3 In (+1 +42 Y 124241). 
— e z—1 1 z y2 
1411. 2 WE . 1412. ——_____= . 1413. = arct 
21 VAT Yi —=A 


4 Vitali+a Yy2 
1418. —1m | AAA 
ó Ñ O 


2x 
1415. += (2120245225243) a 


z Cos 3z 
A «be Aa a EA. E 
1416, 5(= “h son 61 + + cos 6x a sen 6s) . 1417 E + 
_ Sen dis z a z sen z e2xX er 
lr" TE + —— — A 1418. (2—sen 21 —cos 27). 1419. 53 X 
Sá ES bete: 27 _ 4son + at) 1420. e tna ibais 


—sen 2]. 1421. +4 10% 114 In (e*+2). 1422. x—1in(24e*+ 


+2 VR FTEFD. 1423. y |. la 224 In (12) 428 1424. zin3x 
x (24 Y1+22)—-2 Y1428 In (24 Y1F 23) +21. 1425. (20) X 


Saad V20z 22873, 1426. sen = ch x—cos zsh x 


í 1 z 
pe: as ent ts a last 


EN =y. a (3124502) 3 z ES) 
3- A arctg ] ) e = 73 aa Fan: 2 q retg A ] ¿ 1428. In 


Xx arccos (57 — 2) — 


454 Soluciones 


_ cosesentriz , n—1 07 f 32 coszsentr  3sendr . 
n a LS 4 16 
cosrsentz 4 8 sen z 
== —= "or a yy 2 e ma A h . == A 
Is y 15 008 x sendz—<5 cos z 1429. 7, e OST 
n—2 ñ sen z 1 sen z 
ir (5+7 4 JE ETTTDE: +5 tg 2. 


1430. n= —x%e*+nLay; Tipo= —e7* (2104-10x? 4 10- 0 .+10-9-8.. 
..214+10-9...4). 1431. z arctg V2r=0 1432. In Y 12—21+2— 


arctg 


(r—1)1 yl 1 1 
—á arctg (2—41). 1433. A + 7 (24243) + y arctg (2221). 
4 V ye ; +3 1 4 4 
4 pd ali A A Ei 
1434. 5 in 5 1435. —21In 272 772 ra 1436. 3 Xx 
z-+-1 4 , 4 z 1 1 
x (o vs lb): 1437. a+ ye 77) 
, 1 E 1 r—2 2—1 
1438. 7 (an | 18 a + ERE RT AT + 
+ — arctg 22 an 1440. x (34-2 Y z) 4444. > 
V3 "V3 4 — 2 Yz z 3x Vz E 
1442. In (2+=3+ VEF3+1) . 1443. Y 2— Y CAE. 1444, 7771 
z 
2x— 1 - 2 Aro 
1445. ¿PER _- ss 1446. —2 5—z—1)*—¿4In (1 5— E 
VAS (Y 5—2—1) (14+V5—=) 
1487. 1n 2 ri A, V 1—23 1449. 4 arcsen x 
l+ Y Vz32—=1 Ja 9 
+14 — 1 1 
Pa . 1450. e 1451. NTE In 
Vv2 VaHF1 3 
2(21+1) ' 1 _ dá 
EF Indicación. ti 


Xx arcsen 

1452, 5 2 la|14+ Y22341. 1453. 76 (821) x 
1 Y 

Xx Y r—4124 -— arcsen (8x—1). 1454. In VAT | ; 
64 2 ist id 


1455, ai 0 LES E A e Vit2r+2 papi In pus E 


VAT : Y 21 Ver E 
“p LL +lx- 2). 1456. AA A 1457. lar: 
a 


1458, 3 lo] ¿4 |+- ln (224241) E arctg 3 , donde a 


BRA 
y 14:23 2 —_—_— 3z sen 27 sen 4x 
E "ee A 1459. A 2 4 á » al 
= | g ln (184 Y 1+z24). 1460 A 


Soluciones 455 


to 23 
1461. in| tg z |—ctg? > ctgtz. 1462. —ctg pe» d 
5 a AAA R—ÉÁ cos Dx 3 cos dx 3 
463. 226) 2082 o 
1463. 5 (cosí z— 6) y cos! zx. 1464, 20 soni 57 20 sen2 hz + 76 Xx 
yz . tax tab z E o [% 
xn tg . 1465, EG EZ 1466, sen, 1467. tg2 (F+ 
XL 
mos (+2) 1468. ——_ arctg sl ci 
MUA a VE Y3 ; 
2 tg x 


1469. 


). 1470. arctg (2tg x-+1). 1471, 5 Initgo+ 


7 arctg ( 710 


E e E (7 “8-3 Led] 'e-7 
+ sec z | —— cosec x. 172, — arctg arotg | —=- |. 
2 V3 y “Ya V2 


1473, Inltez+2+ VETA Tr 1] 1474, tn (sen ax+ Y 124 sen? az)- 


o 4 : x2  rsonzz cos 2x 
1475, 5 Y tg 32-+-5 1n]cos 31], 1476. VE RN 
2x 3 0 
1477. e%. 1478, 22 (224). 1479. Hin Vila) 21|— 
aa ga 1 3Jz 
E EF 1480. Y 1Fz2arctg z— In (+ Vi). 1481. y sen 7 — 
1 SI 1 y 
Dis ST SAO . 1482, ur: 1483. In|1+ctg x] — Gtg x. 
2 ERE 
1484. 2 . 1485. —2c0h Yi—xzxw. 1486, in chez. 1487. —zecthx+ 
+1n|sh xl. 1488, AA 1489. 5 arctg a 7 
Ox —2X 
1490. Sr (e* + 1)7 — + (e 1)3. 149. : ¿E . 149%. 0 Y 
o z 1 408. 2 VE T1+1n0 VERLA 
x(2-1+ +1.) 1403. 2 HF 
1494. in | PO io 1493. E (2 arcsen + oc Wi2—1 1) / 
ViFz2 z 4 
1496. sy (cos In z++sen In x). 1497. > (22 cos lia 5 + 
+ 3x cos 5242 cos 52—-sen 55) j, 1498. 5 | (522) arctg (27 + 3) + 
+3 In (212-4 6x + 5] : 1499, 5 YVir—4 (==) arcsen Vz. 
2500, ELZL. 


2 


456 Soluciones 


Capítulo Y 


: 2 
1501. b—a. 1502. og. 1503. 3. 1504. . 1505. 156. Indi- 


cación. Dividimos el segmento del ejo OX, Ps z=1 hasta ==3, on 
partes tales, que las abscisas de los puntos do división formen una pro- 


grosión goométrica: zg=1, 2¿=20f, 22=24P, ..., 2n =79”. 1506. ln > ; 


2l Eb 


Indicación. Véase el problema 41505. 1307. 1—cosz. Indicación. 


Utilizar la fórmula sen a +sen 244... +3en na = 


Q 
[ eos  — COS X 


¿ a 2 
2S0n 5 
1 dl 1 ar 41 
x (2 +3) 0]. 1508. 1) [=—p25 2 =p p- 1509. Inz. 1510, 
—VIFA 4511, 220 112. cos. 1513. 2 


=nn(r=1,2,3, ...). 1514. 102. 1515, —F. 1546, e—e"3=25h 2, 1817, son. 


1518. > Resolución. La suma + aa 


= (++ 


1 e . .? 
) puede considerarse como suma integral para la función 


1 
f(x) =x en el sogmento [0, 1]. Por esto, limsp= A zdz=2. 1519. In2. 
1->00 2 


e 1 1 14. 4/4 
Resolución. La suma ES E Pr 
1+— 
nr 
Le —= Se puode considerar como suma integral para la 
1+— loo 
n n 
función f(z)= e en el segmento [0, 1], donde los puntos de división 
k ( d 
z : 4 z 
tienen la forma o (k=1, 2, ..., 1). Por esto, liza 39 = | > 
¿ 1 400 7 16 
== 11 2. 1520. T: 1521. 3* 1522. ==38 7. 1523, 7: 1524, Ex 
1525. >. 1526, zin. 1527. In. 1528. 35 6 —32 ln 3. 1529. arctg 3— 
El 4 4 E 1 1 A 
—arctg 2=arctg 7 > 1530, In - 1531. E 1532, A 1533. E 1534. 


Z 1535, 21014 V5 nl 2 
E: 1535. 3 la 1536. G+q > 1537. y. 1538, In 2. 1539. 1—cosi1. 


Soluciones 457 


1540. 0. 1541. e. 1542. arctge—. 1543. sh1=>3 (.-5). 


9V3 E 


1544. th (In q (ln 2)=+. 1345. — 342 sh 2m. 4546. 2. 1547. Es diver- 


gente. 1548. =: si p< 1; es divergente, si p_>1. 1549. Es divergente. 


, si p >; es divergente, 


1550. —. 1551. Es divergente. 1552. 1. 1553. — 


si p< 1. 1854. 71. 1555. 5 1556. Es divergente. 1557. Es divergente. 

1538. 2 1559. Es divergente 1560. Em 1561. Es divergente. 1362, — 
In 2 In a k 
yá A | = 2x : 

1563. ER 1564, FG In 3, 1565. 3V3 1566. Es divergente. 1567. Es 


convergento. 1568. Es divergente. 1569, Es convergente. 1570. Es convor- 
gente. 1571. Es convergente. 1572. Es divorgonte. 1573. Es convergente. 
1 
2 


1574. Indicación. B(p, 0-1 fíz)diH | f(2) dx, dondo f(x) =x2P"1 x 


A 


X (1 =—2..1, como Lim f(x) rrzdti y lim (1 —ua)19f (2) =1, ambas integra- 

les son convergentes cuando pén y 1—2< 1, es decir, cuando p>>0 
í 00 E 

y 9>0. 1575. Indicación. T(p= l Ha) dr + ' j(u) de, donde f(1)= 
0 1 

== 3P=1e7%, La primera integral es convergente cuando p_>0, la sogunda, 


dt 


ara cualquier p. 1576. No. 1577. 2 t dt. 1578. €qQRXKXKXIN——, 
p quier p y2 a ve Via 


al yeoo]a 


In 3 


1579. Y as 1580. | pe 1581. :=(b—a)t-+a. 1582. 4—21n3. 
In 2 


7. 1584. 25. 1585. -—. 1586. 


9 *í 
23 V5 VA e 
1588. eh 1589. 4—mn. 1590. = la 142. 1591. MEE 1592, +. 

e2-+:3 
3 


1583. 8 — 


1593, 2% pia . 1594, —. 1599, -T—1. 1600. 4. 1601. , 1602. > (041), 


2 


458 Soluciones 


s 1605 


1) 
1603. 1. 1604. a24- 52 > . aa bz . 


1606. Resolución. T (p+1)= 


[9 
ua | zPe* dx, Utilizando la fórmula de integración por partes, ponemos 
0 


zP=u, e Y di=dv. De donde du = pzP"1 dx, v=-—e”* y 
[a 2] 
P(p+1)=[—areIp 4 p | 2bm1e=%d2=pr (p). (+) 
0 


Si p es un número natural, utilizando la fórmula (») p veces y teniendo 
en cuenta, que 


00 
l (1) = l eXxdi=1, 
obtenemos R 
DT (p+1)=pÍ 


— 4-3-5... (2k—4) y 
0. Ta ER A? 
2:46... 2% 

1-35... (21) 


gi n=2k es un número par; for,¡ => 


, 31 n=2k-4-1 cs un número impar. 


128 . _ 631 
lo=3g+ Ho 512 * 
1608, PLD16—1  ¿600. (m7, Roe ). Indicación. Poner 
(p+4—1) 4 a z 


sentz=t. 4610. a) más; b) menos; c) más. Indicación. Dibujar la 
gráfica de la función subintegral para los valores del argumento en el 
segmento do integración. 1611. a) el primero; b) el segundo; c) el primero. 
1612. 7. 1613. a. 1614. > 1615. + 1616. 2 arcsen 5: 1617. 2<1< V5. 
1618. ¿o 1<2. 1619. Laci<ta. 1620. 0<I< ÉL. Indicación 

- 9 1” 43 pa ; 32 * 

" 4 y2 

La función subintegral crece monótonamente. 1621. S <I <a ; 


1623, 2. 1624, ft. 1625, > . Indicación. Tener en cuenta el signo de 
la función. 1626. ar. 1627. 2. 1628. in2. 1629. m2 ln 3. 1630. xxa?. 1631. 12. 


1 1 


d 2 32 7 
1632. Hp? 1633. 42. 1634, 105. 1635. 4. 1636. F. 1637. F— 
1638, ep2—2=2(0h1—4). 1689, abl2/3—In(24+V3)]. 1640. 


Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 27. 1641. 2a%e"1, 1642. 5 a?, 


3 e 
sua?, 


Soluciones 459 


( 
1643. 151. 1644. > Iln3. 1645. 4. 1646. 3xa?. Indicación. Véase el apón- 


dice VI, dibujo 23. 1647. a? (2+5) . Indicación. Véase el apéndice Vl, 


dibujo 24. 1648. 2 y 61. 1649, = AY y > api Y3. 1650, 


= sub, 1651. 352, 1652. q (524 2ab). 1653. 6rra?. 1654. zaz. Indicación. 


Para cl lazo, el parámetro ? varía entre los límites 0< t<-Y+00. Véase el 
apéndice VI, dibujo 22. 1655, > sun, Indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 28, 1656. 8nx%2 Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 30. 


2 2 
1657. 4658. a2. 1659. > Indicación. Véase ol apéndico VI, 


8 
ds 2 2 
dibujo 33. 1660. Ln. 1661, 4-8 V 202, 1662, 22. 4663. az (+ 
2 3 (14297 3 


+43) . 1664. 1 1/2. Indicación. Pasar a las coordenadas polares. 


1665. 5 (10 V10—1). 1666. Y hi—02. Indicación. Utilizar la fórmula 

cRa=sha=4. 1667. YV2+In(14+Y2). 1668. Y1i+e-—Y2+ 
== se 

PU LEA 1669. 1421. 1670. In le + Y 21). 1671. 


, a 2D _ 
In (243). 1672. + (0241). 1673. aln3- 1674. 22 Y/3. 1675, + 
+ao=mó, 1676. az. Indicación. Véase el. apéndice VI, 


dibujo 29, 1677. 2, 


1678. 180. 1679. sa Y 1+4n2 +5 ln (21 + 


PA e 
+ V1+F4x2). 1680. 82. 1681. 24 [24 In (Y2+41)]. 1682. pi E 


1683. Y 1684. —14+In3). 1685. q 1686, Saab, 1687. 
5 (24 4—e72). 1688. a, 1689. v. ==. 1690. y =$ 1 1691. v.= 
Fi oym=2n. 1692, GE. 1693, jgna?, 1694. q xp). 1695, 1. 1606, 
22 (15-46 1m2), 1697. 2n203, 1608, 22%. 1609. alo, 1701. a) 5n2a?; 
b) Gndas; e) ZE (0246). 1702. Hz maS. 1703, ] 200. 4704. ¿.20%. 4705, 
(a+ HE, ab). 41708, mn. 1707. 205 a, 1708. < math, 1709. 


1 16 a po 13 4 
— ma? — q 2 Sc —> 
y Ta h. 1710. y. 1711. nar Y pg. 1712. nabh (1+ 5) . 1713, 3 abc. 


460 Soluciones 
1714. (VIB-1); =p 103 (5 V3-—8). 1715, 22 1/2+41n (124+41)]. 1716. 


5 2 (Y 2+1) 5 5 al 
n (15 VD 4510 HA 1717. [Y 2+1a (14+V2)1. 1718. SE (024 


y na? 12 Tn 
+e7 +4) = 3 (2-+sh 2). 1719. q mus. 1720. 3 (e-1) (24044). 1721. 


4n2ab. Indicación. Aquí, y=b=+ Y 23—xi, Tomando el signo más, 
obtenemos la superficie exterior del toro, mientras que con el signo menos, 


2nab 
e 


se obtiene la superficie interior del mismo. 1722, 1) 21b2-+ arcsen e£; 


2 Vai— 53 
2) ant m2; donde AE (excentricidad de la elipse). 1773. 


á—€ 
a) a ; b) 163:2a?; c) Maa, 1724, E nat, 1725, 2142 (2 Y/2). 1726. 2 ra?. 
1727. Mx=>3 VATFB, My = 7 VEFA 1728. M,= sn : Mp= 2 , 
1729, Mi=My == : 2=y=3. 1730. Mr=My= 5 ad; 2==1=3% a. 
1731. 2na2, 1732 2=0 y=-$ A . 1733. 22: y=0. 
1734. I=x; J=za. 1735. PE; q=42. 1736. 2=J=->, 
1737. z=na; == 2. 1738. (o, O; +)- Resolución. Dividimos 


el hemisferio en zonas esféricas elementales, do área do, por medio 
de planos horizontales. Tenemos dO==2ma dz, dondo dz os la altura do la 


a 
21 $ az dz 
zona. De dondo 7 =—%_—=-x . Por simetría, 2=y=0. 1739. A la distan- 
¿na? 2 
cia de a de la altura, a partir del vértice del cono. Solución. Divi- 


4 


dimos el cono en elementos, por modio de planos paralelos a la base. La 
masa de cada capa elemental será dm¿=ysp2dz, donde y, es la densidad, z, 


la distancia desde cl plano secante hasta ol vértice del cono, p=i. 


p2 
mm l-—2adz 


112 
De donde ¡2 ho 1740. (o; 0; +1) .Rosolución. 
y 1róh 


Por simetría ==y=0. Para dotorminar z, dividimos el hemisierio en capas 
elementales, por medio de planos paralelos al plano horizontal. La masa 
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de una de estas capas elementales será d¿m=wynr2dz, donde y es la densi- 
dad, z, la distancia entre el plano secante y la base del hemisferio y 
a 
a ¡ (a2— 72) z dz 
r=Vaizi, el radio de la sección. Tenemos: z = —_ =$ a, 
=— 103 
3 


4 
1741. IJ=1109. 1742. Ta => 2b% Ty + 08, 1743, 1=É 109, 1744, 1, = - aba; 


Ty == ash, 1745, I==3 1 (RR). Resolución. Dividimos el anillo 


ea anillos elementales concéntricos. La masa de uno de estos ele- 


R2 

mentos será dm=—y2nrdr y el momento de inercia, 1=25 | r3 dr = 
Ri 

= (RIAD; (y=1). 1746. 1 =5% nRiFy. Resolución. Dividimos 


el cono on una serie de tubos cilíndricos elementales, paralelos al eje dol 
cono. El volumen de uno de estos tubos clementales será dVY =2x1trk dr, don- 
de r es el radio del tubo (es decir, la distancia hasta ol eje del cono), 


h=H (1-3) » la altura del tubo; en este caso, el momento de inorcia 


R 
4 
dei 208 (1) ar EZ, dónde y cs la densidad del cono. 


1747. I == Ma?, Resolución. Dividimos la esfera en una serio de tubos 


elementales, cuyos ejes sean el diámetro dado. El volumen clemental será 


3 
dV=2srhdr, donde r es el radio del tubo y 4 =2a ¡A altura. 


En este caso, el momento de inercia será: J=ámoy | y 1-5 r3 dr == 
ó id 

_ 8 

45 


= na, se tendrá que [== Ma, 1748. V=2n%a8b; S—¿ántab, 1749. 


naby, donde y es la densidad de la esfera, y como la masa M=— 


a) e b) F=I=>5p». 1750. a) 7=0, ja. Indicación, 


Los ojes de coordenadas se han elegido de tal forma, que OX coincide con 
el diámetro y el origen de coordenadas con el contro del círculo, b) T7= 


=>. Resolución. El volumon del cuerpo, que es un doble cono 


engendrado por el giro de un triángulo alrededor de su base, es igual 
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a V=> noh?2, dondo b es la base y h la altura del triángulo. Por el teo- 


rema do Culdin este mismo volumen V mm 2nx oh, donde x= es la distan- 


cía desde cl centro de gravedad a la hase. De donde == , 175L. vyt — 
vi : 


gl2 A ea e _v . a 2 
E. 1752, 3 in (14). 1753, 2=-2 son wt; vep=Z og. 1754. Su 


a 


Á A 
=101 m, 1755, 0 == ; in ( == ) : h=>37 [se (a —b£,) in ] . 1756. 


A —Ó 
a—.bt, 
Á= =Á R?14?, Indicación. La fuerza elemental (la gravedad) es igual al 


peso del agua an el volumen de la capa de espesor dz, es decir, dF=ynR? dx, 
donde y os el peso de la unidad de volumen del agua. Por consiguiente, 
el trabajo clemental de la fuorza es d4 =ynR?(H —x) de, donde z es el nivel 


del agua. 1757. A= eS yR02H2. 4758. 4 R4TM 2 0,79-10%=0,79-107 kgf m. 


1759. A=ynR3H, 1760. A= mE : Aco=mgR. Rosolución. La fuerza 
+A 


que actúa sobré el cuerpo de masa m, es igual a F=k 2 , donde r es la 


distancia hasta el contro de la Tierra. Como para r =R, tonemos que F=mg, 
resulta kM=gR2, El trabajo que se busca tendrá la forma A= 


== | k dl dr =kmM (+- 1 ==. Cuando k=00, tenemos que 


R+k h 

+A 
Aco=mgR. 1761, 1,8-101% ergios, Resolución. lLa fuerza de acción 
mutua de las cargas será F= as dinas. Por consiguiente, el trabajo nece- 


sario para trasladar la carga e, desde el punto xx, al punto zz será: A= 


x3 
o Ñ 00 (—H)=4,8-1040r8, 1762. A=8001 In2kgfm. Reso- 


XL 

lución. Para el proceso isotérmico pv= ppp. Fi trabajo realizado en la 

expansión del gas desde el volumen +o hasta el volumen pb, es igual a 
“1 


A = Y Pdo = pavo la q. 1763. A==15.000 kgfm. Resolución. Para el 
. 0 


Un 
proceso adiabático es válida la ley de Poisson pu" Pot, donde k:==1,4. 


Ñ Povt Povo py yA=1 6 4 R 

Do donde 4A= | do [1 (2) l. 1764, 4 == nuPo. 030- 
Y 

lución. Si a os el radio de la base del árbol, la presión sobre la unidad 
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de superficie de apoyo será P==3 . La fuerza de frotamiento de un anillo 


de anchura dr, que $0 encuentro a una distancia r del centro, será igual a 
E r dr. El trabajo de la fuerza de frotamionto, sobre este anillo, durante 


qna vuelta completa es dA= a 


nu P ; 
E r2dr. Por lo cual, el trabajo total A= 


a 


4 
E | 12dr=+fnyPa. 1765. 7 ME9O?. Resolución. Ja energía 


3 


2d 292 
cinética de un olomento del disco dK=" SL do, dondo do =2nr dr, 


es el elemento de superficie; r, su distancia al oje de giro; p, la densidad 


M Mu? 
; a E a E 
superfical, p = RT * De esta forma, dK 2nA7 * do. De donde, LK 
R 
MO ag MA O = 9. MR? =+A Rios 
= | dr 4766, K==> MR. 1767, K==g Rut= 
=2,3-108 kgím. Indicación. La cantidad de trabajo necosario es igual 
2 3 
a la reserva de energia cinética. 1768. p= na . 1769, pl a 


2 
== 11,3:105 7. 1770. P=cbynh, 1771, P= Ez (componente vertical diri- 


gida de abajo hacia arriba). 1772. 5335 gg. 1773. 99,8 cal. 1774. M= 


__hb3p kMm j a 4pat 
=> giem. 1775. (ly (k es la constante gravitatoria). 1776. 8] 
e 2np É dir2 pi 
Resolución. Q= | v-2m1 dr = dul | (a? dei | 3 =), 
A 20 9 p3 
37 . 1777. 0=k vado mm . Indicación. Dirigir ol eje de 
0 


abscisas por el lado mayor, inferior, del rectángulo, el de ordenadas, por- 
pendicularmento a éste, en su punto medio. 1778. Resolución. S= 
ta 


=> | do; por otra parte, Ea, de donde el a, y por consigulente, 


v1 
92 


el tiompo necesario para ol embalamiento ¿= =>. 1779. Ma= 


Y1 
x 


= E 2. (a—1) a+ La A E tam E (1-5) - 1780. 
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Xx 
Mo=-1 (2—1) kt 014422 (1222). 1781. Q=0,12 TRI cal. Indica- 
0 


ción. Utilícese la loy de Joule-Lenz. 


Capítulo yl 
1782. V=< (y2—22) 2, 1783. 5=2(2+y Va2tF3 (2— yr. 
l 5 272 2— y2 8 g2 
76 1 (5: 393 10 9-2 178, Ll, EE, E, 
2xy > Ñ Ra VITF2 
q3— y2 . 1786. f(z, Qmtitr—al. 1787. “=1IT Ri 1788, 1 Ea WS 
-. 2d Ha y q yl 
Indicación. Representar la función dada en la forma f (4)-= Y (£) 4-4 


y sustituir 2 porz. 1789, f(z, y==2. Solución. Designamos 
u +0. u—v u+o u—v 
. A TS a 


+y=u, z—yz=be. En esto caso r= 


a Y | 2 Denis 
+ (35) =—_— . No queda más que cambiar la denominación de los 
argumentos u y v por 7 0 y. 1790, f (u) =u24-2u; ¿=x—1+Vy. Indicación. 
En la identidad x=1-+ f (Yz— 1) ponemos Yyz-— 1 =u; entonces, r= (u+1)2 y, 


por consiguiente, f(u)=u2+2u. 1791. ¡y)=V1Fy? 1= TT VIF y, 


Resolución. Cuando r=1 tenemos la identidad Y1+y2=1-f ($). 


es decir, f(y=Vi+Fy3 En este caso, Y (Ey 


2 —_— : 
y 2=Z Y i+(2) = Y 124 y2, 1792. a) Círculo unidad, con el centro en 


el origen de coordenadas, incluida la circunferencia (12+y2< 1); b) la bisoctriz 
y=z, del ] y III angulos coordenados; c) semiplano, situado sobre la recta 
z2+y=0(= + y >0); d) faja, comprendida entre las rectas y =+1, incluidas 
éstas en (—1<y <1); e) cuadrado, formado por los segmentos de las rectas 
z=3141 e y==+14, incluidos sus lados (—1<X*<i4i, —1<y< 1); f) parte 
del plano, adyacente al eje OX y comprendida entre las rectas y=-< z, 
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen do coordenadas (— 2: <y< z, 
cuando z0>0, 2<y <—z cuando z<<0); q) dos fajas x:>2, —2<yYy< 2 
y 1<-2, —-2< y <2; h) anillo, comprendido ontre las circunferencias 
724 y¿=08 y 224 y2=2a?, incluida la frontera; i) las fajas 2n1 << 
<(in+4)n, y >0 y 2rn+1)a <z< (2742) 1, y <0, donde r es un número 
entero; j) la parte del plano situada por encima de la parábola y=-—a? (124-y>0); 
k) todo el plano XOY; 1) todo el plano XOY, a excepción del origen de 
coordenadas; m) la parte del plano situada por encima de la parábola y3= x 
y a la derecha del eje OY, incluyendo los puntos del eje OY y excluyendo 
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los de la parábola (z >> 0, y > V/7); n) todo el plano, a excepción de los 
puntos de las rectas z=1 e y=0; 0) la familia de anillos concéntricos 
Zak < 224 y E n(k+1)(4=0, 1, 2, ...). 1793, a) l octante (incluyendo la 
frontera); b) 1, 111, VI y VIII octantes (excluyondo la frontera); c) un cubo, 
limitado por los planos :=-xH:1, y=m==H+4 y z=+Í, incluidas sug curas; 
d) una esiera de radio 1 con centro en el origen de coordenadas, incluida 
su superficie. 1794. a) Un plano; las lineas de nivol son rectas, paralelas 
a la recta 24-y=0; b) un paraboloide do revolución; las líneas de nivel son 
círculos concéntricos cuyo centro está situado cn el origen de coordenadas; 
) paraboloide hiperbólico; las líneas du nivol son hipérbolas equiláteras; 

) un cono de 2% orden; las líneas de nivel son hipérbolas equiláteras; 
e) cilindro parabólico, cuyas generatrices son paralelas a la recta + y+4+-1=0; 
las líneas de nivel son rectas paralolas; f) superficie lateral de una pirámide 
cuadrangular; las líneas do nivel son contornos de cuadrados; g) las líneas 
de nivel son parábolas y =Cz?; h) las líneas de nivel son parábolas y =C Vz, 
i) las lineas do nivel son circunferencias € (124 y2%)=2x. 1795. a) Parábolas 
y=C—x2?2 (C07>0); b) hipérbolas 2y=C (]C]< 1); 6) circunferoncias 224 y2=C?; 
d) rectas y=ax+C; c) rectas y=Czx(x 30). 1796. a) Planos paralelos al 
plano z+y+z=0; b) esferas concéntricas cuyo centro se oncuentra en el 
origen do coordenadas; c) cuando u>>0, hiperboloides de revolución de una 
hoja alrededor del eje OZ; cuando << 0, hiperboloides do revolución de dos 
hojas, alrededor del mismo eje; ambas familias de curvas están divididas 
por el cono 224 y2—:22=0 (u=0). 1797. a) 0; b) 0; c) 2; d) e*; 6) no existe 
el límite; f) no existe el limite. Indicación. En cl punto b) pasar a las 
coordenadas polares. En los puntos e) y f) examinar las variaciones de z 
e y a lo largo de las rectas y=4Xx y demostrar, que la expresión dada puede 
tondor a límites diferentes, que deponden del valor del k elegido. 1798. Con- 
tinua. 1799. a) Punto de discontinuidad cuando z=0 e y=0; b) todos los 
puntos do la recta z=y (línea de discontinuidad); c) la línoa de disconti- 
nuidad cs la circunferencia 124+y2=4; d) las líneas de discontinuidad son 
los ejes de coordenadas. 1800. Indicación. Poniendo y=y,=const, 
obtenemos la función , (1-2 , que os continua en todas partes, ya 
que cuando y, +0 el denominador 22+y? +0, mientras que cuando 


y,=0 q, (1) = 0. Análogamente, cuando z=x, =const, la función pa m- ¿2 
: ¿ 1 
es continua en todas partes. Por el conjunto de las variables z e y, la fun- 
ción z tiene una discontinuidad en el punto (0, 0), ya que no existe ol 
e 2. Efectivamente, pasando a las coordonadas polares (x=r 608 q, y =" senq), 
x— 
>0 

obtenemos z=sen 2p, de donde se aprecia que, si >-0 e y —>0 de mánera 
que p =Const (0 < q < 211), z > sen 2. Como estos valoros extremos de la fua- 
ción z dependen de la dirección do q, z no tiene límite cuando z=>-0 e y —>0. 


Oz Óz 0z 2y dz 2x 
— 2_a —_— — 2 . ec ——_——— o ra 
dz y oa 1 y %_ z da y 
1803. de PE y = pS . 1804. 1 YA Er VE=yA' 
La 03 (24y99W% * 0y (2 pyan ” 0% dz Yzipy 
A AP 7 2 A A 
a IA 


30—1016 
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Y 
yt y Óz y 2 y 
1808. dz =— yz , 7 = 21 In z. 1809. an => e cos 7 , 


y is 
07 4 MS aso, Y xy? Y 223—2y2 9 yxa Y 217 2y2 


TE da Tyl(a=y) "oy lyltei=yd ' 


0z 1 z+e 02 rt+a xa du 
1811. ===—_=tg ==, —=-=-—=0ctg >>. 1812, -—— =yz (xy)*71, 
E YY Vy Wo 2yVy > Vy ds 
du _ e LN a gus du ey 
+ (2y)1, > =(y)* ln (54). 1813. aya vn z, y In z, 
Payara, 181, (O, =>, (2, 1)=0. 1815, fe(t; 2 0)=1, 
1 1 z 
120=z>, FU20=>. 1820 ———_—_—_—. 1821. r. 
Fy ¡SS 4120)=>3 820 aaa 821. r 


2 
1826, ¿=arcig =+p (2). 1827, ¿=> +y In x+sen +. 1828. 1) tga=4, 


tg p=c0, a 2) tga=00, tgf=4, tgy=Z. 1829. == == h, 


2” ha L hs y (a+b). 1830. Indicacióm. Comprobar, que la fun- 
ción Cs Ud a AN en todo el eje OX y en todo el cjo OY y valerse de la 


definición do las dorivadas parciales. Corciorarse de que f;: “0 0) = fy (0, 0) =0 
1831, Afua=4Azr+Ay+2422+ 247 Ay +Azx2Ay; di=4dx2+dy; a) Af—df8; 
b) Af --2/=0,082. 1833. e AR di+3(y2—x) dy. 1834. 2=20y3 dz 


«L 312y2 dy, 1835. Fa EY di—xdy). 1836, de ==sen 22 dx — sen 2y dy. 


1837. dimy2xV4"1dx +xY (1+y ln 2) dy. 1838. d:= A (1d1+ y dy). 


1839. d= E (02H ay) . 1840. d2=0. 1841. dz= = 3 (az) : 


del y son 
1992. df (1, 1) =dx—2dy. 1843. du=yz d24 zx dy + xy de. 
1 xi 
. == _FzzKKK—K— d A == eran 
1844. du= VAT: ===, € x+y dy +: dz). 1845, du (eu + —) 
1 z z 
x[ (+ 7) 1024 (137) +00 + (00 +5) im (00 +5) 2]. 


1846, du= yde+z aya). 1847. df (3, 4, 5)= 


zg2 
22yh+ 24 ( 
=-w (5 d2—3dx—4dy). 1848. dl =0,062 em; Al =0,065 cm. 1849, 73 cm3 
a] 


(con relación a las dimensiones intoriores). 1850. + em. Indicación. 


Suponor que la diferencial de su > dol sector es igual a cero y do 
aquí hallar la difoeroncial del ra 1851. a) 1,00; b) 4,998; c) 0,273. 


1859. Con oxactitud hasta 4 m (más exactamento 4,25 m). 1854, e ; 
8 Y L8 


Soluciones 467 


É an 
1855. da=-5 (dy.cos dz sena) 1856. a : s a 2 
due du (1944) tg t 
1857. ay es Y (83%). 1858. Go =2 In 11914 EEE 
244) In £ dz 
YE 1859. E =0. 1860. 77 = (sen qee de z —sen x ln senz). 
1861, Y o 


Ln 1 y 0%_ E E y 
ar Ta 1862. ¿42071 ¿m2 [9 (2) ln 242). 
1863. h=22fu (u, v) -+yerUfo (u, v); 7 = — 2yfu (u, 0) + xerU fo (u, 0). 


0z NN q r 02 E E dá y . 
1864. Y do = 4, 1865. (a 2 ) j (=v ++) , 


F= (- +) 1 (24+4). 1867. E futa, Y AP (2) fu lo, y, 2)+ 


+ (o, y, 2) [Po (2, y) + py (x=, y) p” (2)). 1873. El perímetro crece con una 
velocidad de 2 m/seg., el área aumenta con la velocidad de 70 m23/seg. 


4 +212+311 ==a7e 9 En E 

1874. —==— . 18753. 20 52 V2 km/hora. 1876. =-—— . 1877. 1. 
" VIFAFA di E 

1878. dE h 1879. LE - 4880. ci 1881. eureoob cy ] 


1882. a) (2; 0); D) (0; 0) y (4; 1); 0) (7; 2; 1). 1884. 98—3J. 1885. + (5434). 


1886. salir 1887. |gradu|=68; cosumZ, cosp=—, cosy=t 


3 3 3" 
92; 

: = : ¡944; p == 8337". .—= 
1888. cos y = ya 1889, tg p 8,944; p = 83337 1891 923 
E abey?2 . 0% abezy 02 abext 4892 0% _ 
o (52424 a2y2)"/ * Óz dy (ble aayapr * ETE (d2224a2y2)*/2 Ñ Al 

EA o A IA A A de 
(AF? dy (AP FyA? AC (AENA > a” 
_ Ty dz 93r a 0 du 
ar . 1894. TE: 18%. —= rs 1896. vaa 


02u _O%u . E dig 0lu vu a—1.,B 
—= —. =U, = "mms e 7), . e sE y-1 : 
O a oo MN oz BYE Y "z 


93 
1898. dz 0yi — 22 cos (y) —2z sen (xy). 1899. fxx (0, 0) =m (m—1); 


xy (0, 0) =mn; fyy (0, 0)="% (n—1). 192. Indicación. Comprobar, uti- 
lizando las reglas de derivación y “la definición de derivada parcial, que 


y? 4xly2 
fx (2, y) == y (Pta) (cuando 224 y2 £ 0), fx (0, 0) =0 y, por 
consiguiente, fx (0, y)= —y cuando z=0 y para cualquier y. De: donde 
fav (0, y)= —1, en particular, tay (0, 0) = —1. Análogamente, hallamos que 


fxy (0, 0) =1. 
30+ 
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1903. y fa (1, 9) + 42fuu (u, 0) + 42yfuo (u, 0) + Yoo (U, 1); 

2 , NN ” wN 
== (u, 1) + 42Yfuu (ue, 1) +2 (224 y2) fuv (Ue, 0) + ZYfvw (u, y); 
EE (u, 0) +4y?Yuu (ue, 0) + 42yfuo (us v) + 2?f00 (u, v)- 

0%u 


1904. 53 =12x+ Dxz a +22 (px) + 1: pax 
1905. a ld (qa) +2 ho pp Fo (924 E 
Ly ” s 9 ” . , . » 7 >... . ” . me 

or = fuu Px Pyrbfur (px Py + PP) do fer y + fu pxy + fopays 

ga .m ce Par ” , A 

77 = Fuu (P y + uPyb; + tu (wp,,)* le hoy 2 E Poy 
1914. u(x, y) =p (2) + (y). 1915. u (zx, y) =x0 (y) +v (y). 
1916. d22 =e*8 [(y dz + 2 dy)24-2dz dy]. 1917. du =2 (2 dy dz y dz d2+4 dx dy). 
198, de=4p"(0) (e dr+y dy2+29" (0) (da2+dy2). 1919. de= "xr 


Ba z peo : .-(— y" 2 - ad eN ) 2 
x (uta dx Ez 1n dy); dez ! y21n z + dr? + 
+2 (24 la a tn A +)In ) 2 dy+ (6 In y dy | . 1920. d%= 


= Cua (u, v) d+ 2Zabfuo (u, v) de dy + d2fo0 (ue, v) dy2. 1921. diz= 
= (veto + e2Ufuu +2yo*Ufuv + y?e2%[p0) da? 4-2 (0Ufu Y e*fo q 2070 fuy e tY 
X (1 + zy) fuo + ye?*fmu) de dy + (zelfu + x2eVfuy + 2eertUfuy + e2% 01) dy?. 
1922, d3z=e* (cos y dí? —3 sen y dx? dy —3 c09 y dz dy24-sen y dy3). 1923, dz = 
= —y0os z di3—3 sen z d223 dy —3 005 y de dy? +4 x sen y dy3. 1924. af (1; 2) =0; 
d2f (1; 2) =6d22 + 9dz dy 44,5 dy2. 1925. d21(0, C, 0) =2d72-+4dy2 + 6d:2— 


3 
—á4drdy+Bdrdz-ádydz. 1926. 1y+C. 1927. y — + sen LC. 


sd : 1 2) 2 E 
1928. par +in (2+y)+C. 1929. y (12 + y?) +2 arcta ” +C. 
t— y 


XL SC A 
1930. En 1931. Vi3Fyi4cC. 1932. a=—1, b=-1, 1= AE +C. 
1933. 22 yl4+2242y +22 y24 0. 1934. 234 21y24-3224 y?—y2—225C. 
1935. 22y2—3xy2% +) 42%y2+20+y +3: +0. 1936. FAO 


1937. Y x2+y24+:224-C. 1938. ¿=—%d. Indicación. Escribir las condi- 
ciones de diferencial exacta para la expresión Xdzx+Ydy. 1939. fu=fy. 


xy 
dy  b3x dy pas diy 3b8x 
1940. u=| Hasyco 19. E AS A 


a 
1942. La ecuación que dotermina a y, es la ecuación de un par de roctas. 


-É 
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y* In y y y Uy y (2. 
1943. HITA yA 1944. de y AT ? dai (A—yp 1945. de 

2 2 2) y2 

ó —4; E =86-8 1006 L 2h, Eb (0040) ya 
diz ) xi ar—y' dei (az— y)3 

1947 Yy__y. dy ?2y 1948 E _ at—yz z  6y2— dJzz —2 
da a? del 22 “0 a my” (ayan * 

Óz  zSenr—cosy . dz _zseny—cosz E e 97 1 

dai gr cosr—ysenz ” dy cosm—ysen z”' dd da '0y 2 
01 a 2 TE NA ¡E 
aa am dy  b%2' óx2— alb23  * óxdy  aldbiz3” 

Px Qu 

92z a _cet (a2— q?) E da Pr Yy > A E y lr — 
dy —2paz3  * 1933. de E 1954, de = q dy; dez =— 


— dy2. 1955. dz=0; Pig (na, 


1956. di=3 q (dx + dy); d% = y E (d224 2dz dy + dy?). 1961. HL co; 
da 1 a 4 y (2—x) SV a 
dE 50 a 1962. dy= 00) dx; da => (0-5) dx; dy = —d% = 


du Ju du 
2 — 2 y? — yy 2 .. —== 
=p le YH (y —2)94(2—)2] des. 1968. 3 dy dal 


MESAS + =- 1; o pa” 2; q” 1: Ao. 1964. du= 
e dl d= 7,0 TI 1F7 —— dy; du — ¿n= q da dy — 
te. 1965. 4 de= a 

va El Pu Y, 

196. a) mL, A: b) ==> (v+u), E =7 (lu) 


c) de 33 [e 49 (0 +1) do + e0P (v—u) dy]. 1967, pr (r, p) cos p— 
Fo AE E =Fi(r, q) sen + Fo (r, q) — 1968, H= 
se IS d?y de dy 
iO dle 8 —- sen q ctg y. 1969. de Ta rv=0. 1970. 57=0. 
dix r 
1971. a) Sa —Yy E de ==0; b) ya —2- 1972. tg p= 7 + 1913.  —K= 
+2 (56 =) —" 7 0 0 ga 
z A u u 
ET 1974. AS 1975, u 7 —1=0. 1976, A 
nm lo 
? 2 
xl o, 107. ELLA 98 0. 1970. Yo, 


rra dudo” du dv 2... 4 
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Po 2 442 223, 
1980. CO 1981. a) dr —4y —2—9=0; 7 o —1? b) 324-4y : 
—62=0; LG c) coso +ysen a—RH=0, == 
y— Rsna :—R a? $2 
= x—_—..m— —— e 1982. SN __. _—————_— 5 
Sen a 0 + Vaio e? sl Vat e? 


€ 
E VÍTRTS 1983. 2r+44y+12:2—169=0. 1985. 244y +6z2= + 21. 
1986. z+y+2=+ Y a+ 524 0?, 1987, En los puntos (1; +1; 0) los planos 
tangentes son paralelos al plano XOZ y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0) 
al plano YOZ. La superficie careco de puntos en los cuales el plano tan- 
T 


gente sea paralelo al XOY, 1991, $ - 1994. La proyección .sobre el 

2=0, ¿ q 
plano XOY: incio La proyección sobre cel plano YOZ: 
í 2=0, í y=0, 


3y2 La proyección sobre el plano X0Z: 
¡Py o. , | 


Indicación. La linea de contacto de la superficie con el cilindro, que 
proyecta esta superficie sobre algún plano, representa de por sí el lugar 
geométrico de los puntos, en los que el plano tangente a la superficie dada 
es perpendicular al plano do proyección. 1926, f(2+%A, y +hk)=ux24 2bxy + 
+ ey24 2 (ax by) +2 (b34 cy) k+ah?24-2bhk+ek?, 1997, f (2, y) =1—(2+ 
+ 2)24-2 (242) (y—1) +3 (y —1)2. 1998. Afí(z, y) =2h+k-+h8+2hk+h*k. 
1999. f(x, y, 3) =(2— 1) +(y —1)2+ (2 —1)24-2 (2-1) (y —1)— (y —1) (3 —1). 
2000. f(r+h, y+k, 2+1=f(2% y, E) +2 le (2 y—) Ph (1—2—2) + 
+i(22—yl+f(h, k, 1). 2001. ypay y EE 2002, 14H 
2003. 1+(y—1)+(2—1)(y—1). 2004. 1+[(2—1)+ 


2! 
+ gi + 6121y2-4p y? 
A 
+19 EOS DP, Oral 2005. a) arctg > 


m n 4 
+ Lap pa yl PEDTEORPA 4 (ma 874 
+25 1(3m*—4m) ai—3mnaf -+(3n2—4n) B?]. 2006, a) 1,0081; c) 0,992. Indi- 


cació n. Utilizar la fórmula de Taylor para las funciones: a) f(x, y)= 


= YVz Y y on un ontorno del punto (1; 1); b) f (x, p)=y* on un entorno del 
punto (2; 1). 2007. A (y—1)— 
—3 (y—1)2+... 2008. 2. =0 cuando z=1, y=0. 2009. No hay extromos. 
2010. 25, = —1 cuando z=1 e y=0, 2011. 2.51 =108 cuando r=3 e y=2. 


2012. 2. =-—8 cuando q= 2, y=-—V2 y cuando z=—“V2 o y=V/2. 


ab 
3y3 


Cuando r=y=0 no hay extremos. 2013. z en los puntos z= 


máx 


a a b ab 
SP Y I==—) Y= ——55 min * =->7 en los puntos 
V3 3 3 3 3"Y3 
n= z s E = d 0 2414 4 do z=y=0 
EV E er a EN 
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2015, 2, ¡n=0 cuando =y=0; un máximo amplio ¿== en los puntos de 


la circunferencia 22+y32=1. 2016. 25 = V3 cuando z2=4, y=-—1. 


2016. 1, 2,5) =8 cuando x=4, y=2. 2016. 2. 25 =87? cuando z=-—á, 
4 

y =—2; mo hay extremo cuando z=0, y=0. 2017. up = E cuando r= 

a+, y=->5 y 2z=1. 2018. Ump)=4 cuando ¿=$ > y=1, 3=1. 


2019. Esta ccuación determina dos funciones, de las cuales, una tiene 
máximo (2m4x =8) cuando z=1, y=-—-2, y la otra, un mínimo (27 = —2) 
cuando x==1, y = —2; en los puntos de la circunferencia (2—1)2 +4 (y +2) =25 
cada una de estas (Ubcionos tono un extremo en la frontera, z=3. 1ndi- 
cación. Las funciones que se mencionan en la rospuesta se determinan 
explícitamente por las igualdades :=3 + "/25—(2—1)2—(y +2)2 y existen, 
por consiguiente, solamente dentro y en la frontera do la circunferencia 
(1—1)2+ (y +2)2=25, en cuyos puntos ambas funciones toman el valor 
z=3. Este valor os el menor para la primera función y el mayor para la 
segunda. 2020. Una de las funciones determinada por la función tieno 


máximo (2. ¿x= —2) cuando x= -—1, y=2; la otra ticne mínimo (2mpn= 1) 
cuando z= —1, y=2; ambas funciones tienen extremo en la frontera on 
los puntos de la curva 4x3 —4y2—12x7 +-16y—33=0. 2021. "mar =Y cuando 
r=y =+ 2022. Z máx = curando x=1, y=2; Z min = —53 cuando z=-—1, 
E 36 18 42 _ 2412 
y= —2. 2023, 20113 cuando po y ==73- 2024, 2 m5x 3 cuando 
Tr 9r 2- V2 Ir 5H 
2-32 hn, y = +; Eran =— 3 — cuando c=-g ha, rn ki. 


2025. umpp= —9 cuando zm —1, y=2, 2=-—2; Unix =9 cuando zz==1, 
y=—2, z=2 2026, ung=4 cuando z=x+4, y=z=0; U y ¡n == 0 cuando 


r=y=0, 2=w*<, 2027. Unáyx =2:42.63 cuando z=2, y=4, ¿=06. 


4 4.4 71. (4. 7.43, (7. 
2028. Umar =4 57 *n los puntos (+: F> 7) ? (+: Ex 3) ; (5 ; 
a 4 
> 3): Un =4 en los puntos (2; 2; 1) (2; 1; 2) (1; 2; 2). 2030. a) El valor 


dol máximo absoluto es =3 cuando z=0, y=1, b) ol valor del máximo 
absoluto es z=2 cuando x=1, y==0. 2031. a) El valor del máximo absoluto 


73 cuando == =y/ 2 : =y : el valor dol mínimo absoluto 


2 AD Tí 
3V3 cuando z=-+ V »”y= Yi , b) el valor del máximo 
absoluto es z=1 cuando x=-wW+-4, y=0; el valor del mínimo absoluto es 
z=—d1 cuando z=0, y==>3+41. 2032. El valor del méximo absoluto es 


_3Y3 


=> cuando == => (máximo interno); el valor del mínimo abso- 
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luto cs =0 cuando z==y=0 (mínimo de frontera). 2033. 11 valor del 
máximo absoluto es z=43 cuando z=2, y=-—1 (máximo de frontera); el 
valor del mínimo absoluto es z=-—4 cuando =y=1 (mínimo interno) 
y cuando «=0, y =—1 (mínimo de frontera). 2034. Cubo. 2035. Y 2V, p 2V, 


3127. 2036. Triángulo equilátero. 2037. Cubo. 2038. =Ya-Y a-y a-Y a. 


2039. M (—<> +) - 2040. Los lados del triángulo son: > P, z Pp y $ z 
2041. MA, ra 2042. - F++= 3. 
2043. Las dimensiones del paralelepipedo son E : ye vel donde a, b 
y c son los scemiejes del elipsoide. 2044. z==y=25+pP2V, 2= 5 
2045. +3 : y . 2046, El eje mayor cs 2a=6, el ejo menor, 


2b=2. Indicación. El cuadrado de Ja distuncia del punto (x=, y) de la 
olipso a su centro (origen de coordenadas) es igual a «2+y*, El problema 
so reduce a buscar el extremo de la función 22+y?, con la condición de que 


3124 8xy + 5y2=9. 2047. El radio de la base del cilindro sy 24 


V5 


la altura, AR Vi donde Ri es el radio de la esfera. 2048, El canal 


2% 8 
E 


B 


=2. Indicación. Es evidente, que el punto M, en que el rayo pasa 
2 


debe unir el punto (5: 7) do la parábola con el punto (5: —3) 


do la recta; su longitud es igual a A. 2049. 7 VERO. 2050. 


a 


de un medio a otro, deborá encontrarse entre A, y B,, siendo AM= 0 


LS , A¡M=a tg a, B,M=0b tg P. La duración del movimionto del rayo 

es igual a —"—q_—=_ 

538 ¡008% * VACOSH ' 
a 


b 
do la función Ha, P= ticos p 


+btgf=c. 2051. a=f. 2052. J,:79:13= 


El problema se reduco a huscar ol minimo 


con la condición de que a tg a+ 


A . En > A 
Ri Hg R3 
Hallar el minimo do la función f(fj, fa, I3)=FRi;+13R3+3iR3, con la 
condición de que ¿+12 +13=J1. 2093. Un purito aislado (0; 0). 2054. Punto 
de rotroceso de 22 especie (0; 0). 2055. Puato tacnodo (0; 0). 2056. Punto 
aislado (0; 0). 2057. Punto crunodal (0; 0). 2058, Punto de retroceso 
de 12 especio (0; 0). 2059, Punto crunoda! (0; 0). 2060. Punto crunodal 
(0; 0). 2061. El origen de coordenadas es un punto aislado, si a >b, un 
punto de retroceso de 14 especie, si e=b y un punto crunodal, si a< bd. 


Indicación. 
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2062. Si ontre las magnitudes a, b y c no hay iguales entre sí, la curva 
no tiene puntos singulares. Si a=0b< c, A(a, 0) es un punto aislado; si 
ac b=c, B(b, 0) es un punto crunodal; si a=b=c, A(a, 0) cs un punto de 
retroceso de 12 cspecie. 2063. y==x. 2064, y2%=2px. 2065, y=w  R. 


2066, 234 y3—/%/2, 2087. y => 5. 2068. Par de hipórbolas equiláteras 


conjugadas, cuyas ecuaciones, si los ejes de simetría de las elipsos se toman 


como ejes de coordenada, tienen la forma y=+ > . 2069, a) La curva dis- 
criminante y=0 es el lugar goométrico de los puntos do inflexión y la 
cnvolvento de la familia dada; b) la curva discriminante y=U es el lugar 
geométrico de los puntos cuspidales y la envolvonte do la familia; c) la 
curva discriminante y=0 es el lugar geométrico de los puntos cuspidalcs 
pero no es la envolvente; d) la curva discriminante se descompone en las 


rectas: z=0 (lugar geométrico de los puatos crunodales) y z=a (envolvente). 


.2 3 
2070. VA 2071. 1 2072. YIF4n3, 2073. Y3 (et—1). 2074. 42. 
0 


2g 2 
2075. 5. 2076. zp+ Zo. 2077. 11 pu - 2079. a) recta; b) parábola; c) elipse; 
EE d dal da A d 
d) hipérbola. 2080. y 0; 2) a =p! 3) q W4a >. 2081. 7 (abe) = 


= (00) + (05 0)+ (005). 2082. 4t((241). 2083. z=3c0wxt; 


de di 
=4 ¿ (eli : 4d 31 do t=0; v= 3Y2, 293 
y=4sent (elipse): v.=4, ws --3¿ cuando t= iO E +2Y 23, 
w= a t—2 V2j cuando t= q v=-—38, w= —4I “cuando t=3 : 


2084. x=2c0s t, y =2sen t, 2=3£ (hélice circular); v = — 21 sen t 4-24 cos t4- 
+3k; v= Y13 para cualquier tí w= —2 cos t—24 sent; w=2 para cual- 
quior t, v=23-4-3k, w= —21 cuando ¿==0; v= —21+3k, w= —2W cuando 
t => . 2085, =C0s QU cos (0; y =sen a cos mt; z==sen wí (cirennferencia); v= 
=— Gt 008 Y SOM 0¿—0Í son a sen 0! 0k cos wt; v=] 0 |; w=— wi cos a cosot= 
—w2Í sen a cos w¿— uk sen vt; w=0w?. 2086. v»= Y, + 9 


W¿=4y=0; w¿=—g, W=8. 2088, w Ya2+h*, dondo E es la volo- 
cidad angular de rotación del tornillo. 2089. V alw? Fui 2awsy sen wt. 
2090. 12441; ==; p= (¿—k). 2091. “3 llcos t—sen t) 14 


+(sen t+c0s t) J+k)]; y= 4 [(son ¿4-co3 ¿) ¿+ (sen ¿—cos t) J]; 


V 
cos (7, 2) = Ya cos (v, 2) =0, 2092. es AAA el y = pad e Al ale 
y y 21 105 , 
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—2+k ZT—0CO03 l LE a , T—a COS! 
pu V5 208 nr dose (tangente): > 
_ y—asont z—bt : _ z=acost g—asent  z—bt 
=— Festa Mom TS ar pora! 
principal). Los cosenos directores de la tangente son: cos A ; 

a 
cos p=2205t_. cos PEA Los cosecnos directores de la normal 
Y a2-p 52 Ya? E 52 
principal son: cos e, =C083 t; cos De Soní cos y¡=0. 2094. 22—z=0 (plano 
normal), y—1=0 cpeo osculador); 24-22—5=0 (plano rectificante). 
2095. ts (tangonto); z+4y+12z—114=0 (plano normal), 
gl ¿3 £2 
E 
122—6y+2—8=0 (plano osculador). 2096. Li “A (tan- 
£4 t3 ¿2 ¿a £9 
E ARO E e o 
bd BPM IB qe E LA: A PA 
(2 
Z 
2 a 4. tt. 4y, > 8. 
=— 2 (binormaly Mi (q — ps 3): Ms —3: eb 
2097. A (tangente); z+y=0 po osculador); == 
 y42 2z— ¿r—2 y+2 z— 
A (normal principal); a” 2 (binormal) 003 y = 

ad E 
=== ; 009 Po == , 009 Ya =0. 2098. a) ——— = —— = ——_— 5 tangonte); 
zx Y/2—2z=0 (plano normal); b) EA (tangente); + y+42— 

2 y—2V3 Z2—3 5 
—19=0 (plano normal); e) === tangonte); 2 Y 3x-+ 
(p ¡be 1 aya emeente) Vv 


+y—2 Y 33=0 (plano normal). 2099. 2+y==0. 2100. r—y—z Y2=0. 
2101. a) 4x—y—z—9=0, hb) 9r—6y+22—18=0; cc) dixir—alyiy + 
+ (a2—b%) z3z =a2b? (a2—b?) 2102, 6r—8y—24+3=0 (plano osculador); 


E 3 (normal principal); 2 (binormal). 
2103. br—z=0 (plano oscalador); * Ml 0) (normal principal); dido 

: + DL Al 
binormal); 1 = —=— =———  Y=WYÍ. 2106. 22 +3y+192—27=0. 
( ) VirA' b VIT ' +3y + 


a e tos 
2107. a) V/2; b) ULA 2108. a) K y2, ¡== 5D) k=I== 7 
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ya _ (pi4 27433 ay? 
2409, a) R=p= E dy Rp A 24, apa: 2112.K=2, 


8piz3 
a a eda/1 _ 22 _ y E 
Wy=0, Wy4=2 cuando  ¿=0; K==> a" ETA Un =2 í 


cuando +=1. 


Capitulo VII 


2 25 se 9 sal 

de ES == 
2113, iz 2114, ma: 2145. 15* 2116. 7" 2117, 50,4. 2118, 77" 2119. 2,4. 
2120. F 2121. =-1; r=2=y; y=-—6; y=2, 2122. y=x% y=x+9; 
221; 1=3, 2123, y=zx; y=10-—; y =0; y=4. 2124. ==; y=2x; z=1; 
z=3. 2125. y =0; y = Y B—a2?; =0; 2=3, 2126. y=x3% y =x+2, :=-—1Í; 


1 2 2 1 1 
7=2. 212, y | Hz, y) dx= | dz | f(=, y dy. 2128. | ay ya y ds= 
0 y 


Mi] 
| 


1 x í 4 
= | dx l f(x, y) dy. 2129, | dy | Fiz, y) dx= y dz l f(z, y) dy ge 

0 0 0 

Y 

2 2=x 2 2+3 4 2 
+ | ds | Ina. 280 Ya | tn4=l aki ya 

1 1 2x 2 $ 

5 2 7 2 | Y 
+1 av) f(, Dart] as Y fe vd. 213. y a) Hz, y)dz+ 

4 4 y-3 =y 

2 
va V 2-y? 0 23% 1 V2=za 

44 Y renala | 16 224! de Ñ Mana 

a -1 —x x 


Y 
y: —1 V hu x3 


fía, y) de. 2483, fdo Ñ 1 ydu+ 


—i 2x3 y =2 —Yh=xi 
Y 
1 - Vi-x1 1 V 4x1 2 V4—x1 
+laz | tlamd+ laz | fa na faz Ñ 1d 
1 _VY4x8B 1 y1i=x3 lo -Vioxt 


m1 V4=y2 1 1—y3 3 V ¿y 
=( av Y 1 pu md+ las AS Iena+hay Ñ 1d 
=2  -Yvi=y. O 1 Vvi=p 
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2 vIZA 2 Via 
+Nay NX tvez 2134. Ya Ñam 
lo -Y(24 A 
2 Vial 3 D—x3 
+faz | Meana +las | ¡va 
=2 -Y1i4xa 2  —VY9=x1 
A VA -i  Yi=A 
= | dy | f(x, y) dx + | dy ' f(x, y) dx+ 
-VYS —VO0— y =V5  Vyl=1 
4 VI V5 En Y5 Y I—yi 
+N dy Y fend+ V dy Heyas+ Nay Nte. 
1 VGA 1 Ex Í  YATI 
1 i—x i  1-y a Y al—.2 
2135, a) | dz pS iz, y ne =1ar | (e, y) dz; db) | da | Hz, y) dy= 
0 ( ol: EN al=x2 
es V ui=y2 y2 1 Vx=x3 
fa | rayo faz Y tana 
—a Va Ú —Vx=x2 
14 VI-4p2 
1/2 2 1 4 1 y 
=N dy Y ranas a) | altena= | ak tve: 
—1/3 1-vi3m —1 x >=  —i 
q. 
a y+2a a x 2a a 
e) ar Ñ tarda | a Vane + Y ar l 1000 + 
Ú y ( 0 a 0 
Py Y 
a a 48 V 3 2 2 
5 | dz ' f(x, y) dy. 2136. | dy l J(z, y) dz. 2137. y a l f(x, y)dx+ 
22  x-—24 0 Y 0 y 
12 3 
( 
3 1 2 V 2-2 a Val—3 
+l ay lt yaz 2188, Nay A fana+rla Ñ fever 
2 Y 0 VaiZzay Q 0 
3 2 
aY3 


a 
3 


2139. ' dy fs, y) da+ f(z, y) dz. 
0 a 
2 


a 
Vi 0 Vaya 
2 
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a a— Vai-y2 a Ze 2 Y 2u -s 
2140. Ya ' ix, y) dz | dy | f(x, y) dx 4 | dy Vte, y) dz. 
0 E 0 ¿y Yayl ñ - 
1 
0 VI=x2 lo 1—x 2 V2x 
2141. y ds | iz, y) dy+ da | f(x, y) dy. 2142. y da f [(=, y) dy+ 
1 0 Ú 0 0 Úú 


Y2 4 Vi V3=x3 Y Y R2—y2 
+l ak rtena+ Y as Ñ ree zas. Nay | faz. 
1 Ó vz Ú Ó y 
2 
1 n—arcsen y 
4 de. Tt z 
2144. Y do f(x, y) dz. 2145. . 246, 7. 2147. La, 448, F. 
0 arcsen y 
15n— 146 
150 


2149, 6. 2150. >. 2151. 1n 2. 2152. a) + h) ; 0) 2 E. 2153. 


3 VÍA s é a 
2154, y dz | ry dy =>3 - 2155, y a Y 2a, 2156, y mE. Indicación 
1 0 
22 y=1(x) 230 R(1—coa t) 
l l y dz dy= | dz | y dy = | R (1—cos t) dt | y dy, donde esta 
(S) 0 Ú 0 0 
última integral se obtiene do la anterior como rosultado del cambio 


2=R(t=sent) 257 LH. ame Ll, 215 aqyíÉ, 
80 E 2 
mn TE 
E 030 2 eno 
2160. | do | rf (r cos q, r sen q) dr + +4 dy Í rf (r cos q, r sen e) dr. 
0 0 s 0 
A 
T 2 $3 a 
4 cos Y 4 no 
2161. l de | rf (r3) dr, 2162, 4 dp ' rf (r cos ep, r sen q) dr. 
0 0 st 0 
7 


sen —P 1 gen y 
com o ! cos? q 


: LO, 
2163, | (e 9) dp | rdr | + | Hg 9) ap Y rar ' f (tg p) do l rdr. 

0 mx 0 31 

6 4 
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x a 57 

4 aVcos2%o 4 aVcos2p 
2164. | dp | rf(r cos q, r sen q)dr>+ | de rf (r cos p, r sen q) dr. 

x $7 

4 4 

E 

2 a COS Y 

3 22, T 
2165. 1 dp r? sen parda. 2166. el nas. 2167. Li . 2168. (5+5)0 
3 
2169. E. 2470. (F- a A 0 E an. nad, Indicación. El 
jacobiano J=abr. Los límites de integración: 0<p<2r, 0<r<l. 
B e 


+B  1-v 
2172. | do | j (u—un, uv) u du. Resolución. Tenemos z=u.(1—o) e y =uv; 
42 


o 


el jacobiano / =u. Determinamos los límites de u en función uv: u (1 —b)=0 


cuando z=0, de donde u=0 (ya que 1 —v Y 0); u —= cuando z=c. Los 


[e 
+ 0 


ut+v u—u 
(E 4) + 


límites de variación de v: como y=az, uv= au (1—».), de donde v=3 


1 u 
para y=fx hallamos, a: 2173. I=> [ | du 


ll 7 
2=u 0 


EN o E Y 40] 5 [$ ao Lal E, >) du + 
1 


Y —1 —9 
1 2-v 
+1 du | (E, ==) du ]. Indicación. Después del cambio 
e > 
de variables, las ecuaciones de los lados del cuadrado serán: u=v; u4u=2 


y2 ak, ab 2 
u=—p=2; U4=—b, 2174. ab (E) arcto jr |. Resolución. 


32 


al 
La ecuación de la curva es 80 (E cos? Pp sent q) , de donde el 


3 
límite inferior para r es 0 y el aia Y E cos P—]7 50m? q. 


Como r debe ser real, > cos? P=-7 son p > 0; do donde, para el primer 


ángulo coordonado, tenemos que tg p < E A consecuencia de la simetría 


del campo de integración con respecto a los ejes, se puedo calcular + del 


total de la integral, limitóndose al primer cuadrante: Uaray 
(5) 
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ak ] / al 
arctg Sh + -=— (082 - >> gen39 


A 
Sá | dp f abr dr. 2475, a) 4: NE | de+ 

0 TA 

2 Vi a  Val=x3 128 
+4 dy ' dea e y dz p dy. 2476, a) 2; h) (+4). 
4 2? : j a. 4” 

1 Ea 0 a—x 

2177. . 2478. 2 q2, 2179. 1. Indicación. —1<z=<1. 2180. E VT. 


10 3 
2181. EN 7)- 2182. = —Vi. 2183. xo, 2184. 6. 2185. 101. 


Indicación. Efectuar el ul de variables x-—2y=u, Iz+4y=v. 
1 


1 
2186, (00) (Ba). 2187. y (Ba) InZ. 2188. »= A dy ' (1—2) d2= 
Y 


1 2 


4 
= Y de (1-2) dy. 2193. E 2194, N 2195. q - 2196. <. 2197, — 
9 0 
48 V6 88 a abe ; 
2198. E 2199, 105 * 2200. 15: 2201. + 2202, xa? (au $). 
4 aJZ 4 - mad 
2203. nat (2 Y2—1). 2204. q nad (y2 
3 á . 
2207. 25 (6/35). 2208. Faó. 2209. na(t=e""") 2210, Si 


2211. ALA 2212. Y2( Vi—1). Indicación. Efectuar el cambio 


do variables =y=w, L=v, 2213, 7 VIBFPATAS. 2214, 4(m—n) RA. 


2215. Y aa Indicación. Integrar en el plano YOZ. 2216. 4a2, 


2217. 8a2 aresen — . 2218, ue (3 Y3—1). 2219. 842, 2220. 312. Indica- 


ción. Pasar a las coordenadas polares. 2220. 1. Indicación. Proyectar 
la suporficie sobre el plano de coordenadas XOY. 2220. 2. a? Y/2. 2221. 4 = 
3 
2 RA? y2 
== na | (1+3) 1 ]. Indicación. Pasar a las coordenadas 


polares. 2222. as y 8a2. Indicación Pasar a las coordenadas polares. 
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2. E 
E 2 2 
2223.  8utarctg y2 . Indicación. o=Y dz | A 
5 EY Yap 
0 0 
A 
2 
= 81 ' arcsen —— dz. Integrar por partes y después hacer la susti- 
d 2 Y a2— z2 
eV3 


tución z= 


y Sen £; el resultado debe transformarse. 2224, z US 
2H 2 

— A Ya. ct? c?]1n d+ Y 0240 
a+ Y a2+ 02 
2:10? a3b_ a2p? 


3 - 220. 7 5 77 0 221. 1= 


). Indicación. Pasar a las coordena- 


das polares. 2225, 


2228, 7 =-7 a; D=0. 2229, == 321%; y 0. 2230, 3=<; J=0. 2284. 1 qm. 
2232. a) Jo=5(D%-—d%); by Ix=% (DA—d4). 2233 12 as. 2234. Las 
. 0 20 , x= . (LS S 5 e 
e Y ax 
Indicación. 1=)| dz ' (y +4)? dy. 2235, 16 n 297. Indica- 
0 Ya 


ción. La distancia desde el punto (zx, y) a la recta z=y cs igual 


a d= =/3 , y se halla valiéndose de la ecuación normal do la recta. 


2236. J] = zp hos [7 Y2+3 ln (y 2+1)], donde k es el coeficiente de propor- 


clonalidad. Indicación. Situando el origen de coordenadas en el vértice, 
a partir del cual, la distancia os proporcional a la densidad dc la lámina, 
dirigimos los ojes de coordonadas según los lados dol cuadrado. El momento 
de inercia se determina con respecto al cjo OX. Pasando a las coordenadas 


E E 
4 a seco 2 a cosec — 
polares, tenemos: y = | dq ) kr (r sen p)?rdr+Y dp | kr (r sen p)?r dr. 
4 
2237. L=o gas. 2238. n=iÉ. 2239. 7 os. Indicación. 
Tomar por variables de integración ¿ e y (véase el problema 2156). 
dex  i=x—y R V R3i—x1 11 
2240. | de | dy | f(x, y, 2) dz. 2241. | dx | dy | f(=, y, 2) dz. 
Ú ( 0 =R _vVñmm 0 
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7 
a e Val c 1 ld 
2242. l dx | dy | f (x=, y, 2) dz. 2243, p dz | X 
ds >? Palm x: 2 y3 -1 — Y 12 
a ya x3 Cc + 
e 8 4x1 Y2 
x dy p Ha, y, 2)dz. 2244. 75 (31+12 Y 2-27 3). 2245. Y. 
0 
1242 yen dis. Mia a a mal 3_ 97 
226. E. 2247. y. 2248. yIn2¿5- 2249. E (183 +) - 


59 grab e2 di Juni RA? ELO 
yA e 6 y a 3 s, PA 2. 
2250. 480 HR . 2251 e 4 . 2252. 5 nabce. 225 0 4 e 2254, TE 5) 2235. 9 a 


3 
8 4 IA To... 32 3 
: Sia sa 9 Ea 08 iS 
2256. 31 (= 7). 2257. ¡gnmi5. 2258, 7. 2259. Gal. 2260. q na 
x24y3 


2a Y 2ax—x? 2a 2a cos y 2a 


ELA 
(] 2 0 
Resolución. da ye | dy | a ' r dr | dh = 
» 0 0 Á 0 e 


T zx 
2. 2acosp 2 za 
a dr 1 P (2acospA 30 90m 2 YA | 
2 | dy | Za NN E 9 as, 226. —— Indi- 
0 0 0 


. 9 Ed ¿ 19 . . , 
cación. Pasar a Jas coordenadas esféricas. 2262. 53 T. Indicación. 


+ 
Pasar a las coordenadas cilindricas. 2263. q Ba—4). 2264. sabe. 


abe áx = abe 
2264.1. O 29642, Z—idhabe. 2265 —(a+b.+o0). 


2266. 7 (608 —a8—0%), 2267. z-=0; y=0; T=$0. Indicación. Introdu- 


a e e 2 

cir las coordenadas esféricas. 2268. z 3 , y =0, 2=0. 2269. 7 (3a24 4/3). 
Indicación. El eje dol cilindro se toma como eje OZ, el plano de la 
base del cilindro como plano XOY. El momento de inercia se calcula con 
respecto al eje OX. Después de pasar a las coordenadas cilíndricas, el 
cuadrado de la distancia del elemento rdpdrdz al eje OX es igual 
a r2sen? p +22. 2270. ds (2424 3a2). Indicación. La base del cono 


se toma como plano XOY; el eje del cono, como cjo OZ. El momento de 
inercia se calcula con respecto al ejo OX. Pasando a las coordenadas cilín- 


dricas, para los puntos de la superficie del cono tencmos: =>, (h—2), y ol 
cuadrado de la distancia del elemento rdqdrdz al ojo OX será igual 
a r2sen3p4-22, 2271. ¿nkph (1 —cos a), donde dk es el cocficiento de propor- 
cionalidad y p, la densidad. Resolución. El vértico del cono se toma 
como origen de coordenadas y su eje, como cjo OZ. Si se introducen las 


31—1016 
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coordenadas esféricas, la ocuación de la superficie lateral del cono será 
_* A causa de la 


T . 
P==3—4%, y la ecuación del plano de la base, r=- 


simetría se tiene, que la temsión resultante está dirigida por el oje OZ. 
La masa del elemonto de volumen dm =pr? cos Y dp dp dr, donde, p, es la 
densidad. La componente, por el eje OZ, do la atracción que ojerce este 
elomento sobre la unidad de masa situada en ol punto 0 os igual 


kd .e E 
+ sen Y =p sen p cos Pdypdpdr. La atracción resultante es ¡igual 


a 


E 
Tí 2 h cosec y 
E) 


a 


a | 29 l dy ' kp sen y cos p dr. 2272. Resolución. introducimos 
0 A 


t9 


y 
0 0 


ias coordenadas Cilíndricas (p, p, z) con el origen en el centro de la esfera 
y de forma que el eje OZ pase por el punto material, cuya masa se supone 
igual a m. La distancia desde oste punto hasta el centro de la esfera, la 
designamos con la letra 3. Sea r= Y p2+(E—z2)2 la distancia entre el ele- 
mento de volumen dv y la masa m. La fuerza de atracción del volumen 
elemental dv de la esfera y del punto material m, está dirígida a lo largo 


dEl z du 2 

de + y bDuméricamente es igual a — hym 7 , donde a es la den- 
sídad de la esfera y dv = p dp dp dz el volumon elemental. La proyección de esta 
fuerza sobro el cje OZ será: dF= — mr cos (77) = — hry E p do do de. 

24 R Y Ri—22 A ; 
De donde F= —kmy | dy | (E—2) dz | A kmy HR 7. pero, cumo 

0  —R Ú 

k 00 
yn M, tendremos Pr , 2273, — ' y2g Y gy 
x 
1 


di A p ei p 
2275. 7 e 2>0); hb) PET cuando p >a; €) pa 7>0); d) App (p >0). 


[o .] 
| ) E E o 

2276. + 2277. E Indicación. Derivar dos veces l e=pl == 
0 


2278. in É . 2279. arctg E- arctg —. 2280. $ In (14a). 2281. 1 (y 1=a2-1)- 
o : 1 tuo, Ti Ñ 7 
2282. arcctg q > 2183. 1. 2284, > 2285. 7* 2286, Za * Indicación. 


3 
Pasar a las coordenadas polares. 2287. an . 2288. SS 2289. Converge. 


Resolución. Excluimos de S el origen de coordenadas junto con su 

entorno de amplitud e, es decir, examinamos /¿= ( | In Y 124 yl dz dy, 
(8, 

donde cl recinto que so excluye es un círculo de radio e con centro on el 
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origen de coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, tenemos 
2n 


1 27 1 
y2 1-4 ed gl 4 
lem dy l rInrdr= 1 [tar [31 rde | do=2 (F-F Ine) 
0 o Ú € 
De donde, lim la=—=3>. 2290. Converge cuando 2 >. 2291. Convorgc. 
e 


Indicación. said la recta y == con una faja estrecha y suponemos 
X= B 1 1 


) Ñ n= lia Al as E TEA ne im | MS 2292. Con- 


3 2 
verge cuando ad 2293. 0. 2294. VES 2295. A 
3 


— 'A JH mi E 

2296. an, 2297. 114404). 2298. ra. 2299. as y Z, 
A 75 

2300. z (56 Y 7—1). 2301. YerEe arctg 2%. 2302. 21122. 2303, 7 (10104). 


Indicación. | f(x, y) ds geométricamente se puede interpretar como 


el área de la suportitia cilíndrica que tiene la generatriz paralela al ejo 0Z, 
cuya base es el contorno de integración y las alturas iguales a los valores 


de la función subintogral. Por esto, S== Y zds, donde C es el arco 04 de 


la parábola Es z2, que une los puntos (0; 0) y (4; 6). 2304. aVY3. 


2305. 2 (+5 


y 1733, Vesen LE . 2306. VIA (a V a3-4- 41162 + 
a 

al, 2104 Y 474 4n2B2 A 4 4 
+31 LY TERRA) 7, ( E 


a go 


> 2308. 210? Y 474 02, 


kMmb 19 4 12 
VA 3% . —2mad, a) 35 D07 057: 
DE 2310, 40 30" 2311 2ra?. 2312. a) 3 b) c E 


d) —4;€e) 4. 2313. En todos los casos 4. 2314. —2x. Indicación. 


2309 


A : ; ; 4 
Utiliceso las ecuaciones paramétricas de la circunferencia. 2315. q ab 


2316. —2s0n2. 2317. 0. 2348. a) 8; b) 12; 0) 2 d) >: e) In(=+p) 
xa 


n yo ora=+$ y (w)dy. 2319. a) 62; b) 1; e) —+Im2; d) 1+ 2. 


Pa VITA TFT, 2322. a) 22-+3xy —2y2+-C; b) 23 —22y + 2y3— y?9+C; 
c) er=v (+ y)+C; d) In[r4+y]/4+C. 2323. —25a (a4-b). 2324. —nA2costa, 
31* 
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22325. (+2 y2 ) R3. 2326. a) —2; b) abe—1; e) 5 V3; d) 0. 2327. J= 


16 
á 
=1 | y2da dy. 2328. +. 2329. q. 2330. e 2331. 0. 2332. a) 0; 


(S) 
hb) 2r1. Indicación. En el caso b), la fórmula do Green so emplea en 
el recinto comprendido ontre el contorno € y un circulo de radio suficien- 
temente pequeño con centro en el origen do coordenadas. 2333 Reso- 
lución. Si se supone que la dirección de la tangente coincide con la 
dirección del recorrido positivo dol contorno, tendremos que cos(X, n)= 


=C09 (Y, o, por consiguiente, Ó cos (X, n) =$ 2 d=$ dy =0, 
| C 


C Cc : 
2334. 25, dondo S es el área limitada por cl contorno C. 2335, —4. 1ndi- 


cación. La fórmula de Green no se puede emplear. 2336. ab. 2337. 5 na?, 


2338. 6r1a2. 2339. > az, Indicación. Poner y=tx, donde : es un pará- 


3 
metro. 2340. +5 2341. n(R +r) (R4+2r); 61 R? cuando R=r. Indicación. 


La ecuación de la epicicloide tienc la forma z=(R-+r) cos t—rcos E a, 


—t, donde z es el ángulo de giro del radio del 


R 
y =(R 4 r) sen t—r sen ps 


círculo fijo, trazado en ol punto do contacto. 2342. 1 (R-—r)(R—2r); 
EN 1. R? cuando e. ludicación. La ecuación de la hipocicloide se 


8 
obtiene de la ocuación de la epicicloide correspondiente (véase cl problema 


2341) sustituyendo r por —r. 2343. FR. 2344. mg (z, — 22). 2345. + (a2—52), 


donde k es el cocficiente de proporcionalidad. 2346. a) El potencial 


U= -—mgz, el trabajo mg (2,—z2); b) el potencial U=A, el trabajo 


A. RA - t : U = ie 2 2 2 > 7 
VENTA c) el potencial 5 (124 y2422), el trabajo 


2 2 2 2 
LE Rir). 2847. mob. 2318. al 


. 2349. 0. 2350. < nabo, 


sat 3 25 V5+4 rn Y2 
1. a 2352, y 2353. ATT AA . 2354. o ht, 2355. O; 
iia 4 105 Vé—1) E E 


y —I | (cos a.-+ cos $-+cos y) dS. 2356, 0. 2357. 4n, 2358. —11a2. 2359. —a,. 


óR_ 00 OP _ oR 9Q_oP 
a + 07 2 ma” dx Oy . 2361 O. 2362. 2 dy; (1+y+2) de dy dz. 
) 
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> Pp dz dy de e 02U 0tU 02 
2363. 2 eoy da 2364. (sa put Se) dí dy de. 
36. 29 1 A Varpia WVGrtartar) 0 
(Y) Y) 
z 2/2 
2365. 304. 2366. F. 2367. E as, 2368. meo . 2371. Esforas; cilindros. 


2372. Conos. 2373. Circunferencias x2+Hy2=ct, z=c9. 2376, grad U (4)= 
=91-—34 —3k; | grad U (4)|= Y9=3 Y 11; 21=1Yy; z=Yy=2. 2311. a) Z; 


b) 2r; €) + dy) f mn. 2378. grad (cr) =c; las superficies de nivel son 

planos perpendiculares al vector e. 2379, =- _ ; LE! grad U | cuando 

a=b=c. 2380. gu _ e o (2, r) , Y _o cuando llo 2382, ER E 
ol r2 ol r 

: : 2 ; l Pe 

2383. div a=-H (+! (r). 2385, a) divr=3, rotr=0; b) div (re) == ; 

rot(re)= 2%, o dira LO e, roman. 


2386. div v=0; rotv+=20w, donde a =0k. 2387, 20n*, donde a* es el vector 
029 0 2t7 921 


unitario paralelo al eje de rotación. 2388. div grad Y == 37 a 


rot grad U=0. 2391. 31.R2H. 2392, 07 12H (3R34-2H87); b) GARA (124283; 


2393. div F=0 en todos los puntos a excepción del origen de coordenadas. 

El flujo es igual a 41m. Indicación. Al calcular el flujo, aplicar el 
á r 

, 2396, U= Ñ rf (r) dr. 
ro 


2397. =. 2398. a) No tiene; b) VU =xyz+4-C; c) U=xy + 124 yz4-C. 2400. Sí. 


— n RO 


teorema de Ostrogradski- Gauss. 2394. 21.2h?, 2395, 3 


Gaprtulo Vil. 102 


4 4 TF 4 n + Pa 
AS == ás AS 2 iO: Mi E 
2401 . 2 1 » 2402. ) . 2403. 29N 1 . 240 A, 2 > 2405. ( 1 y » 


1 1-3.5... (2n—1) Jae 
ENE 2407. nar 4)" 2408, LAT Ba—2)' 2409, (— ett, 


n+1 

2410. MD". 2416. Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419. Diverge. 
2420. Diverge. 2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423, Diverge. 2424, Divergo. 
2425. Converge. 2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge. 2429. Converge. 
2430. Converge. 2431. Converge. 2432. Converge. 2433. Convergc, 2434. 
Divorgo. 2430. Diverge. 2436. Converge. 2437. > Diverge. 2438. Converge. 
2439. Converge. 2440. Converge. 2441. Diverge. 2442, Converge. 2443, Con- 
verge. 2444. Converge. 2445. Converge. 2446, Converpe. 47. Converge. 
2448. Convergo. 2449, Converge. 2450, Diverge. 2451, Convorge. 2452. Diverge. 
2453. Converge. 2454. Diverge. 2495. Diverge. 2456. Converge. 2457, Diverge. 


2406. 
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2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461. Diverge. 2462. Converge. 
2463. Diverge. 2464, Converge. 2465. Convergo. 2466, Converge. 2467. Diver- 


gc. 2468. Diverge. Indicación. at: 2470. Conve condicio- 
gs p rge 


r 
nalmonte. 2471. Converge condicionalmente. 2472, Converge absoluta- 
mente. 2473, Diverge. 2474. Converge condicionalmente. 2475. Convorge 
absolutamente. 2476. Converge condicionalmente. 2477, Converge abso- 
lutamente. 2478. Converge absolutamente. 2479, Diverge. 2480. Converge 
absolutamente. 2481. Converge condicionalmente. 2482. Converge absoluta- 
monto. 2484. a) Divorge; b) converge absolutamente; c) diverge; d) converge 
condicionalmente. Indicación. En los ejemplos a) y d) examinar la serie 


> (a2r-, +22), y en los b) y 6) investigar separadamente las series y Loh-3 
R ur] has1 
y y as. 2485. Divergo, 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge 


absolutamente. 2488, Converge condicionalmente. 2489, Diverge. 2490. Converge 
absolutamente. 2491. Converge absolutamente. 2492. Converge absolutamente. 


oo 00 
« 4 YN 
2483, Sí 2404. No. 2495, D] LEE: converge. 249. y) 2D 


converge. 2497. )iverge. 2499. Converge. 2500. Converge. 2501. R¿1|< 3 . 


1 Ñ ln 4 » 
1H51< zp: R¿<oO, Ry >0. 2502. o e EA Indicación. 


El resto de la serie se puede acotar valiéndose de la suma de la progresión geomé- 


: , 1 41 4 y 1 
trica, que excede a dicho resto: R,¿=4p | (7) MIDAFDT e |< 


TRAE) DOF 
rt 4 12 4 n+2 ., 
ola) apto dl 28 <p: 
Rio < 3-1078. 2504, <<: Resolución. =p? 
1 4 1 7 E. E 
MI MO -pa)A 


1 
++ E a raya di 
2505. Para la serie dada es fácil hallar el valor exacto del resto: 


1 16 4 y 2n-—2 
ltz)" > 


Resolución. R=0+0 (7) "+42 (7) +... Multiplica- 


a 


o (o 


+4) (q +. 
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Restando, obtenemos: 


E (HA 


16 
e 1 y 2n (5)" e 16 1 12n 
=n (+) A =(n+53) (7) 


l 


76 
Ne aquí encontramos el valor de Ra que se da más arriba. Poniendo n=0, 
2 
hallamos la suma de la serie s=(75) - 2506. 99; 999. 2507. 2; 3; 5, 
4 4 


2508. S=4. Indicación. ir aa le 2509. S=1 cuando z >0, 


n+ 

$ =—4 cuando z<0; S=0 cuando x=0, 2510. Cuando z>1 cs absoluta- 
mente convergente, cuando z<41 es divergente. 2511, Cuando =r >1 es 
absolutamente convergente, cuando 0<zr<lÍ roda no absolutamente, 
cuando x.< 0 es divergente. 2512, Cuando z>>e es absolutamente conver- 
reia cuando 1<zx<e converge no absolutamente, cuando r<1 es 

ivergente. 2513. -—o<x<o. 23914. —o<zr<oo, 2015. Es absoluta- 
mente convergente cuando z>>Ó0; es divergente cuando r<0. Resolu- 


ción. 41) LIS , y cuando z>>0 la serie cuyo término general es 


>41 cuando z<0, y cosnz no tiende a cero 


gm es convergente; 2) == 


cuando r—-05, ya que si cosnr—>0 se deduciría que cos 2nx >-—1; de 
esta forma, cuando x= <0 no se comple el criterio necesario de convergencia. 
2516. ls absolutamente convergente cuando Zin <z<(2k+4414)x(k=0, +1, 
+2, ...); en los demás puntos es divergente. 2517. Es divergente en todas 
partes. 2518. Es absolutamente convergente cuando z=*+0. 2519. zx >, 


r<—i. 2520. 7 >3, 2<1. 2521. z>1, 1 <—1. 2522. > 57, 2<4z. 
1 


2323, >41t, r<—1, 2524, 11 > y<=<1. indicación. 


00 
Para estos valores de x= converge, tanto la serie e como la serje 
A=1 


oc 


a 4 4 e 

> a Cuando |z|>4 y cuando [21 <= ol término general de la 
XL 

=1 


serie no tiende a cero. 2525, —1<zx<0, 0<x<1. 2526. —1<x< if. 


2527. —2<r<2 2528. —1<zr<1. 2529. => % .z: 
2530. —1<1<4. 2531, —1<x<4. 2532. —i<zr<i1. 2233. —o<zr<oo. 
2534. 2=0. 2535. —oo<z<oo. 2536, —¿<x<4. 2587. =< <h. 
2038, —2X 12. 2839. —eczuz<e. 2540. -—-3<1<3. 2541. —1<zr<i. 
2542. —i<z<d. Resolución. La pd dq do la serie cuando 
¡z]|>1 cs evidente (es interesante señalar, que la divergencia do la serie 
eu los extremos del intervalo de convergencia x=>+-4 se puede com- 
probar, no solo valiéndose del criterio necesario de convergencia, sino 
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también con ayuda del criterio de D'Alembert). Cuando [|< 1 tenemos: 


1 y(n+1)! 
lim LAA = lim [n+)2P |< lim (n-4-1) [2 [?= lim 20 
Nn-+00 nz n=-=»00 noe no | 
T 


(la última igualdad se puede obtener fácilmente aplicando la regla de 
L'Hópital). 2243. —1<z<41. Indicación. Valiéndose del criterio de 
D'Alembert mo sólo se puede hallar el intervalo de convergencia, sino 
también investigar la convergencia de la serio dada en los extremos de 
dicho intervalo. 2544. —1<2<41. Indicación. Valiéndose del criterio 
do Cauchy mo sólo se puede hallar el intervalo de convergencia, sino 
también investigar la convergencia de la serio dada em los extremos de 
dicho intervalo. 254%. 2<1<8, 2546. —2<1<8, 2547. —2<X1<4. 
2568. 1<1<3. 2549. —4<r<—2. 255. 1=-—3, 25. —7<1<-—3. 


2552. 024. 2553. he r< E, 2554. —e—3Zac.e—3. 2555. —2 


Sa<0. 2556. 2214. 2337. 1< 23. 2558. —3s2xs¿—1. 2559. io-< 


Lacio. Indicación. Cuando z=1t + la seric os divergente, 


4)" 


yá que lim _——_— E 30, 2560. —2< .2< 0. 2361. 1 Li. 


Ti =»00 


e 
2362. 1<2<Z 5. 2563, 2<1<4. 2564. |21<2 4. 2565. |72¡< 1. 2566. [1-2:|< 3. 
2567. |z|<. Y2. 2568. :=0. 2569. |2|< 00. 2570. [21< 5.2576. —In (1—2) 


(—1tsx 2 10. 2577. mu+a(-1<xr<t) 2578. El (2 |< 4). 


i—x 
2579. arctga(]2|< 1). 2580. —L_qe|<i). 258. 1% qe <0). 
] > (x— 1)" (14+:x3) 
6 a 2 . y” z o 1 ( == 
2582. Qi" (|z|<. 1). 2583. (¿17 (| z| Qu 1). 2584. 2 arctg z 
4, lo 7 a a y3 A A 
—= la 7) (Jr]< 1). 2585. =—. Indicación. Examinar la suma 
2  i+z ; 6 
3 
de la serie e (véase el problema 2379), cuando «=——-. 
3 y V3 
w 4 e ql Te In” a A T 
nl 
5 2 3 4 6 enel n - 
A AA A A AE A e ] 
= | 141 > a Sl TT SEE IN n! 0) [E 
2589 eos (x+ a) =c08 a— Y sen a — sd cos dE: sen ar HH cos a+ 
j ñ pe, 2! ME: 41 E 
¿+ Z- som A 2590. sen? x= == — 
» 0 


2371 26 q6 aj 2211 g2n eN E a 
A A E (0 100), 2591. ln (242) 
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2 3 mn 
=1m247 tu EI ¿(20 22). Indica- 


ción. Al investigar el resto, utilícese el teorema sobre la integración 
00 


E á 21—3 
de la serie de potencias. 2592, EA 


n= 


32—5 a 2 , 
2593. +43" 2 (143) in (2/1<41). 2594. zem=zx+ 


72 wm () 


— 4y9-1 9n-1 , de 2n 
+3 o 2595, 14 Y) T (—0<=<00). 


n=1 


2n+1 ñ , E , 221 gan 
2596. 3 LS <2< 00). 2597. 14) (—1)7" En: 258. 14 


n=1 


CIR o O q (4-2) 3872904 
+2 AN (— ETA co). 2599. 2 2 (— 1) — Bn FAY A 
N= 


00 
x(—0<2<00). 260, Y (1 Fisco. 2601. L41 
FRa= 
z 1-3 2% 1-35 2% 1-35... (2n—4) 22" > 
a ar ta at << 2), 


A g2n+1 ” Ya (atan 4 
2602. 2 Y) 21 02 1< 0). 2608, )) RÁ .. +). 
id n=1 
00 


2604. 2+Y (— Y E 0. 2605. Y) (—0" +7 Far (=|< 0. 
n=2 n==() 
1-3-5...(22—1) g8n+1 
2606. 33 tt E. da a (71<1 
dl 23 4.3 25 1-3-5...(2n—4) att 
2. EF TA 2n +1 


gán— 3 21 L 


(zi< 1. 2608. SA (1 LAA HA Soo). 2609. 1+ 


n=1 
== n n-] 
és Lam (— 00 << oo). 2610. 8+3 » A 


=1 


[o =] 
+) yn 
a 2-2 2. 
X (970 ae 
(—0<x<00). 2611. 2433172832 ata 33. sl HI ES 


2-5:8... (3In—4) x” 
ds 2IN—1,3N. p! 


+... (—00< 2<00). 2612. 1-5 (ta yn 


n=í 
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oo 00 
3 (143272) an Na 
(-2X 1< 2). 2613, A Za — GT (z(< co). 2614, e 7 
R= di 


(a 1<Y2D. 2615 In24D) (O TI4EIMNÍÁE (<<), 


n1 
E Z2an+1 E 
2616. A] EAN O P<< 0). 2617. 24 2 (109 x 
2n+1 SS n 
XK E (| T | < 00). 2618. y (—4)3+1 =( z) < 1). 2619, r+ 


n—1 
1-3-5... (2n—1) 
te 5” taa” +.. PA e (ISO 2620. + 


215 2ab q? zt 
+5 a A+ 2621. 1 4 00 2622, 1 FF). 


ad gl 
2623. TE 2624, AEREA) 2625. 2+a?t4 


+3 234... 2626. Indicación. Partiendo de las ecuaciones paramétricas 


de la elipso z==e cost, y=bsent, calcular la longitud de la olipse y la 

expresión obtenida desarróllese en serie de potencias de e. 2628, x3— 272 — 
=01-2= —784+59 (2+4 Y 24) $ (—-o< zx < on). 2629. Pi 

50040922424 (10 22—812—3) A+ (152—4) h2 4 5h3 (—0<21:<oo; 


oo 


—0o0< h<o00). 2630, y (a E 0 2 2) 2631. do (1) x 
n=al n=0 
x (1—1)" (0< z< 2). 2632. — Y (n+1)(=41)" (-2< 2< 0). 
n=() 
2633. > (2221 3971) (2 4499 (—6< 2 <—2). 2634, y (a EE 
n=0 n=0 
5 = S 2” 
(-2-Y3<r<—24+V3). 2635. al 1+ ERA | (r]<0). 
n==1 
da 1 (2—-4)3, 1-3 (2—4)33 1-35 (2—43 2 
algiiiL aio: simo ÚS +3: 2 es a HIP 
rn y 2n—1 
21305... (203) (24)" REA y a 3) 
A E 2 (2n— 1 
E el A 
(ri< 00). 2638. + y WR (| |< 0). 


Suluciones 491 


4d fpA—eayen+ 
2639. $ pil) ú 


sustitución pa 


(0<r<o) Indicación. Hacer Ja 


ha =$ y desarrollar lInz em serie de potencias de 1. 
z í z 1.3-5...(28-—3)/ zx yn 

a rico (+) +3 l1) +- +37 3 (12) E 
e 1 1 xn 

+... (— F<z<00). 2641. )RI<-¿ <p: 2642. |RI<¡j. 2643, Fe 

14313 4 15 

441) 7) +57 2) 20,523. Indicación. Para demostrar 


que cl error no o de 0,001, hay que acotar el resto de la serie valiéndose 
o la progresión geométrica que excede a este resto. 2644. Dos términos, 


y2 3 
es decir, fut 2645. Dos términos, es decir, z—=. 2646. Ocho tér- 


3 6 
7 

minos, es decir, 14+)) —-. 2647. 90; 999, 2648. 1,92. 2649. | R|< 0,0003. 
ni 


2650. 2,087. 2651. |z|< 0,69; |x|<0,39; |z|<0,22. 2652. |=|<0,39; 
|=(<0,18. 2653. 73.337" 0,4991. 2654, 0,7468. 2655. 0,608. 2656. 0,621. 


2657. 0,2505. 2858. 0,026. 2659. 14) (a E sa 
n= 1 


00 5 e ón 
—0<y<oo). 2660, y EE (—0<< o; 
n=1 


—0<y< oo). 2661. > (aya EA (0 2 00; —00 y < 00). 


En— Y 
n=1 

2662. 142 Y, (y—2)"; [z—y]<1. Indicación Esos el E 

. y , y S ” » it+r—y 
n=1 
2 Et 

ti=p=2)"* Aplicar la progresión geométrica. 2663, -3 
n= 


(—1S< $758 —1<y<1) Indicación. 1l-—r—y+xy=(1—2) (1 —y). 
2664. y e AO —1<%y4<14). Indicación, 
nal) 


I+y 
— 2y 


arctg q =arctg z+arctg y (cuando [z|<1t.]Jy|<1). 2665. f(24+k, y +k)= 
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= 0124 2bzy -|- ey? 4-2 (az + by) h+-2 (da + ey) £ 7 ah24 205 ol, 2666. A 
2+ k)—f$f(1, 2) = 9%¿—21k + 342 + 3hk — 12k? + h2 — 2k3, 2567. 1-+ 


se 2n 
¿Y LEDIGI a Y 0% ETE, 


n=1 n= 1 


2._y2 3 2 
2669, 1414 E 2670. + a+ay ty a... 


, 14 Ca 2(0c— Ca) ' sen (2-1) x . _ c+. _ 6462 
2671. 199-242 ET s 5 (0) = —— : Stay-== pl 


n=0 


zz pa 1 
2672. os Es teo a) 3 os (2n + Sal Eo mit A Eb) 7 py sen nx : 


(2n +1)? 
n=1 
S(+1)= A A 2073. SS (Ap (po 
n= 1 
; 2 
2674. — — sb ad 3 37 3 La cos RI—n sen nz) |: S (+ mM =Ch «a. 
2075. o 818 > (— 1)” TZ si a mo es número entero; sen az, si a 
n at —n? 
n=» 1 
¿ E _2sen an pea = 
es número entoro; S (+ 1)=0. 2676. ES | 7 + Y (— ; 
i 23h an 
si a no es entero; cos az, si a es entero; S (+1) =c0s an, 2677. E 


S _¡R Sen AZ. ¿2shen f 1 a acosnz Y. 
X > (— 1)" 1 an? ] S (+ n)=0. 2678. > a+ 2 an , 
n= 


S(+n)=chax. 2679. y s0n2Z 2680. y A 


2n —1 2 
n=1 =]1 
a sen pz cos cos (2n—1) z tz ym 
a) —z . tl. a) 2 —1)"-1 E c—. 
23" ) 3 (+) Y —Ra—D2 7 "3 


8 


2682. a) 7 b,, son nx, donde bar.9= to y ba=-—< ; 


jee 
b) y (a E) 2 2688, a) E M0) 


n=1 ne 1 
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¿er 


R SON NZ qa [(— 1)” e** —4] cos nz 2 
xr > =Y q . 2K84. a) =x 
E 
E a “2 sen dl 
a 2 E: 2 : 4 
X 0 sennx; bh) rl == COS AZ, 2685. a) q X 
n=1 n=1 
05 
A ym Sen (2r—1) 7. == 2y cs2(2n—4)< 
xD O a DE 
n=1 n=1 
S 1 2 
ce 15 Sl 
2686. 3 sen nx, donde bar =(—1) E * bar A (— 1) AEPD * 
a. 
sen (21 —1) 2 if A nto. 2h 
sm. Y ep: 2888. > (—1) — 8. —x 
n=1 
1 sen nh 2h a 
«(14 Y Ah cos mz). 2690. 2 [53 (E Pe cosnz | ; 
n=1 
mz a tl 474 _, COS 2nx 
2691. 1— cosz | yy (Aa. [ar e 
n=-2 n=1 
as 
¿ E o Z 
2694. Resolución. 41) an = | f (2) cos 2nz dz = — | f (zx) cos 2nz d+ 
0 0. 


+= f (2) cos 2n.x dr, Si se hace la sustitución ES en la primera 


ato” a 


integral y =>, en la segunda, valiéndose de la supuesta identidad 


(F+:)=-1 (F-:) , es fácil observar que a =0 (n=0, 1, 2, ...). 


7 (z) sen 2nz dz + ] (2) sen 2nz dx. 


Seto) el 


x 
2) bn == | f (1) sen 2nz de = a 
0 


9) 
nac oa 


La misma sustitución que en el casu 1), teniendo en cuonta la supuesta 
identidad ¡(+ t)=1 ($-:) nos conduce a las igualdades ban =0 


00 
mm 1 4 «y cos (2r4-1) nx 
(n=1, 2, O 2695. 9 2 y ria 2n +1)? ' 2606, 1 


n= m1 


2 E sen 2 
-= Y A 
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L cos ———ansen —=— sen db 
4 T — . 2698, 105 5% 
n=1 ai 
sh ña dd 
4 «u sen 2 (n —1) nz 
2699. a) AZ a b) 4. 2700. a) — ay (—41)n+1 . 
n=1 n=1 


os 2, 1) nz 


[e] 
¿ 41 nz 
DS A 2701. a) > bn son ==, donde bz4= 
Tu n= 
COS da 
8 q? 4” 4 ,, 4n3 7 En 
lara]: e A Dio ha 
no 
8 (2n+1) 17 S 
ce ICI E: mm cos (2n +1) ax 
ia. 75 2 (1) A 2 7 
n= == 


2n1:2 cos ps 
2703. +7 : os as 


Herz] n=1 


Capítulo IX 


2704. Sí. 2705. No. 2706. Sí. 2707. Sí. 2708. Sí. 2709. a) Sí. b) no. 2710. SÍ. 
2714. y—zy'=0. 2715, xy' —2y=0. 2716. y—22y'=0. 2717. zdx+ydy=0. 


2718. y! = y. 2719. 3y2— 22m 2xyy”. 2720. ryy' (1y24+ 1)=1. 2721. y == xy” la y A 


2722. 22y"+y"=0. 2723. y” =y' —2y=0. 2724. y”+4y==0. 2725, y” —2y' + 
by =0. 2726. y” =0, 2727. y""*=0. 2728. (14 y'2) y"” —3y"y"2=0. 2729, y3— 


—22—28. 2730. y=ze23, 2731. y=-—-cos z. 2732. y =-5 (50749074095) 


2738. 2,593 (cl valor exacto y =e). 2739. 4,780 (el valor exacto y =3 (e—1)). 
2740. 0,946 (el valor exacto y=1) 2741. 1,826 (el valor exacto y="Y/3). 


Cy 
2742. ete? y =tg2x €. 2743. z=z—===, y=0. 274%. 124 y2*2= In Cz3, 
ls Vity 
e Czx Rd a 7 
2765. y=axkr az 2746. tgy=C(i—eN?; 20, 2747. y=Csen z. 
y2 


ne an 2 a 
2748. 2e * = Y e(1-e*) 2749. 14-32 =-3—37- 2750. y=1. 2751. arctg (14y)= 
24€. 2752. 81 +2y +1=2 tg (424-C). 2753. 14-24 +3 1n | 224+3y—7]=C. 


2754. 5x4 10y + C=3 10] 1027—5y +6/. 2755. 7 o y?=2Cx-+C?2, 
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2 
2756. np 757 — 11008 p 140 0 In|<|—-375 = C. 2157. La recta y =Cx 


2 009? 


o la hipérbola y=z. Indicación. El segmento de tangente es igual 


z 

a Y u+(L,) . 2758. y2i—x2iC., 2759. y=Ce 

xXx 

Ñ zy dz 4 


3 
2761. y=0z". Indicución. Por la condición ——— ==] z. Derivando 


j y de 


dos veces respecto a x, obtenemos la ecuación diferencial. 2762. y E 


qe 2 Vá—s? 
2763. y= Y ¿—2i+2 ln ES . 2764. Haz de roctas y = kx. 2765. Fami- 
lia de elipses semejantes 212+ y2 =C2. 2766. Familia de hipérbolas 2— y2=C. 


2167. Familia de  circunferencias z*+(y—b):=Y, 2768, y==n2. 


C E 
2769. y=——F.2710.2=CeV, 21H, (a—CP—y2=C3; (2 —28—yI=4; 


AF 
y=x2. 2772, Y — + Mm |y|=C 2773, y me; 2=0. 2774. (22 


+y3S (14 y)2=C. 2715. y=x V 1-5. 2176. (1+y-—1)9 =C (2— y +3) 


2777. 3x+y+2ln|z4y—1|=C. 2778, In[4r+8y+5|4+8y—42=C. 
2/79. 223=1-— 2y. 2780. Paraboloido de rovolución. Resolución. Grucias 
a Su simetría, el espejo que se busca es una superficie de revolución, El 
origen de coordenadas se sitúa en el foco luminoso; el ejo OX es la direc- 
ción del haz de rayos, Si la tangente a cualquier puntó M (z, y) de la curva 
de la sección hecha por el plano XOY en la superficie quo se busca, formu 
cor el eje OX un ángulo q, mientras quo el segmento que uno el origen de 
coordenadas con este punto M (x, y) forma un ángulo a con el mismo eje, 


tendremos que tg a=t PEC A Pero, t a= y tg p+ y”. La ocua- 
g 8 <P =H—Tg2 g ES 


ción diferencial que se busca es y —yy'2=2zy" y su solución y?=2Cx+C?2, 

La sección plana es una parábola. La suporficie buscada, un paraboloide 

de revolución. 2781. (1—y)2—Cy=0. 2782. 23 =C (2y-+C). 2783. (2y2—12)3= 
Xx 

=Czx3, Indicación. Partir de que el área es igual a WES 2784. y= 
a 


=Cr—xlnj=|. 2785. ymCr+22 2786, pa E. 2787.12 VIFR+ 


+c0sy=C. Indicación. Ja ecuación es lineal con respecto a z y -7] j 
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2788. =p. A A 


1 
- arcsen 7) , SE . 2791. LP . 2702. y(124+Cx)=1. 2703. yl= 
=> ME. 2794, A y9 (34 CEA zz, 2797. ay=Cy? +2. 


y + Cy? 
2798, y2+z+oy=0. 2790. 2=ylnZ. 2800. 24h. 2801, at y2—Cy+ 


2 3 4 
+a2=0. 2802. GF +ay4y2=C, 2803. GF + aya C, 2804. = 


— rr oc, 2805. 224 y2—2 arotg =C. 2806. 22—y2=€y?, 


O a a e lo 
2807. 57H ye =2. 2808. In|2| — == C. 2809. pa e 2810. 7 In z-;- 


+7 ya. 2811. (x son y -t- y cos y — son y) er =C, 2812, (120241 —2Cy) (124 


—+-€2—2C€y)=0; la integral singular es 22—y2=0. 2813. La integral gene- 
ral es (y4C)3=x% integral singular no hay. 2814. La integral general 


2 
es (F-v+c) (++ C)=0; integral singular no hay. 2813. La 
integral general es y?4+C3i=2Cx; la integral singular, z2—y2=0, 


z =sen p+1n p, 
y =psen p+cos p+p+€. 


4 Ya 
2816. y = “57 COS T + de sen z. 2817. ( 


e Cada e 
2818. le e 219. | 2=2G+C, 


Uy=p?+21n p. 
La solución singular es y=0. 2820. 4y=2%4+p2, la |p—z/=C+ 


pza 
ERE 21 p2 
2821. ln Vi Fyi4aretg=7=C,2=In » e . La solución singular es y=e*. 
2 
sd y= + VEA 
2824. ds e sa 
y=C (14 p)e"P— p?42, 1=3 (Cp *—p), 
2825. 
4 EN 
y = =p (QCp* + p2). 


Indicación. La ecuación diferencial, de la que se determina z como 


función de p, es homogénea. 2826, y=Cz+C3 y= ._ . 2827. y=Cx+C; 


solución singul no tiene. 2828. y=Cx+ Y 140% 234+y2=14. 2829. y= 
=Ci+ e; y2=4xz, 2830. xy=C. 2831. lina circunferencia y la familia 
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! 

de tangentes a ella. 2832. La astroide 22/89 + y2/8 g2/3, 2833, a) Homogénea; 
y=xu; b) lineal con respecto a x; z=uv; ec) lineal con respecto a y; y =uv; 
d) ecuación de Bernoulli; y=uwv; e) con variables separablos; f) ecuación 
de Clairaut; reducirla a la forma y==y” + Vy”3; g) ocuación de Lagrange; 
derivarla con respecto a zx; h) ecuación de Bernoulli; y =u0; i) reducible 
a una ecuación con variables separables; u==x+- y; j) ecuación de Lagrange; 
derivarla con respecto a x=; k) ecuación de Bernoulli con relación a zx; z=ub; 
1) ecuación en diferenciales exactas; m) lineal; y=uv; n) ecuación de 


Bernoulli; y =uv, 2834. a) son—= —1lp]z]4C; b) a 2835, 134 


z 
7 E 2 == "rr 

+ y%=Cy?. 2836. y 2 TC 

+-C In C; la solución singular es y = —e +2). 2839, y =Cx + Y —ac; la solu- 


. 2837. xy (051027) =1. 2838. y=Cz>+ 


ción singular es y=-¿>. 2840. 3y-+In =C, 284. yen = 


1 
—arctg y —=7 In (1+y2)=C. 2842. y=22(1+Ce*). 2843, z=y2 (C—e"Y). 
2844. y=Ce “MriLgene—1. 2845 y=ar+C Yi, 2846 y= 


== (+ In|x|+C). 2847. x=Ce?*? Y-— 2a (1 y-sen y). 2348. 4 3+y+8 


+ln ((2—3)0/y—1[8]=C. 2849. 2 arotg 22 In Cz. 2850. ni 4 


2 == 
YCe Y. 2851, xB=Cel—y—2. 2852. Y L+imjzl=c. 2853, — y= 


=Zarcscn (Cx). 2854. y3= Com sen c+ cosz. 2855: zy=C(y—1). 


2856. 2=C00=> (sen y +00s y). 2857. py=C(p—1). 2858. 21 =Ce4% —- y3-— 


Bn 4 2859. (ay +0) (ty +C)=0. 2860. Y y—i=c, 
4 8 32 ; 

Cc VI+p., 4 o 

= — — ———— + ¡ez 2. 

2861. zeu—yi=C. 2862. J* p 2. —F3psinte + VIH p) 

y=2p34 Y 14 p?. 

cx ys 

2863. y=xze". 2864. 2e*-—yl=Cyt 2865. In|y+2]4+2arctg 3 =C. 


pa Y 
2866. y24 Ce 2 +—2=0, 2867. 218.y=Ce"”. 2868, 2 + =C. 2869, y = 


_  Czi ee” aln(2+ YVaitxd4 0 
= AA: 2870. y=Csenz—a. 2871. iS Vara 


2872. (y —Cz) (y2—224C)=0, 2873, y=Cobóz, =P 25. 2874. 234 
+ 22y —y22—y3=C. 2879. p?44y38=Cy?, 2876. y=z—i1. 2877. y=1, 
32—1016 


498. oa Soluciónes. 


2878. y="2. 2879. y=0. 2880, y ==, (sen z+-c05 2). 2881. ye (242 +48. 
2882. y=e "422. 2883. a) y=zx; hb) y=Cz, donde € es arbitraria; 
el” punto (0; 0) es ej punto singular” de la: écuación diféroncial.* 
2884. a) yaa b) y2=2px; (0, 0) es el punto singular, .2885, a) (2-C)?+4 
+y2=C?; b) no tiene solución; c) 22 +y2==x; (0, 0) es ol punto singular. 
2886. y =e*/U. 2887. y =(Y2Za4+ YI). 2888. yl==lcrr, 2889. r=Ce"0, 
Indicación. Pasar a las coordenadas polares. 2890. 3y2—2x=0. 
2891. r=lep. 2892. 224 (y —b)2=52. 2893. y2hibr=0, 289, La, bipórbola 


y2—z2=C o la circunferoncia 2? y2=C3, 2895, y= 5 (4e-%).Indica- 


ción. Partir do que el área es Tgual a | ydz, y Ja: longitud del arco 


A 


> 
| VIFY dz. 289. 2=-7 +Cy. 2897. y2=4C (C+a—a3). 2898. Indica 
0 ¿ , 


ción. Aplicar cl hecho de que Ja resultanto de la fuerza do gravedad 
y de la centrifuga es normal a la superficie. Tomando el eje do giro como 
eje OY y designando por w la velocidad angular de la rotación, obtenemos, 
para la sección plana axial de la suporficic que se busca, la ecuación 


d 
diferoncial £ E = wz. 2899. p= ¿—0.000107% Indicación. La presión 


en cada nivel de la columna vertical de aire se prede considerar coro 
depondiente exclusivamente de las capas que descansan más arriba. Empléeso 
la loy de Boyle—Mariotto, según la cual, la densidad es proporcional a la 


prosión. La ecuación diferencial buscada es dp=- —kpdh. 2900, ==> hilo, 


Indicación. La ocuación es ds = ¿uw- E dz. 2901. =p +0) 


l 

2902. T=a4(7¿—a)e*!. 2003. Dentro de una hora. 2904. (w=100 (5) 
rt. p. m. 2005. Fn 100 años se desintegra un 4,2% de la cantidad 
; Eat d 1 Yi500 

inicial Qp. Indicación. La ecuación es ==; 0=00 (5), 
2906. t=35,2 seg. Indicación. La ccuación es n(h2-—2%) dh= 


2 
=n (7) o dt. 2907. Indicación. La ecuación os dQ=—kQdh; 


eN 
10 1024 * 


h 
li > 
Q=Q (7) 3. 2908. v > y e cuando t-—>o0(k es el coeficiento 


de proporcionalidad) Indicación. La ecuación es rr —= mg — ku?; 


gm Y gk A 
Y Em (: 4). 2909. 18,1 kg. Indicación. La ecuación es 


v . R 
dr 1 z 7) E A 
> Ta k (5 — 350 ).. 2910. i= FFAA sen 0t— Locos ot) 4 Lose ]. 


Soluciones 499 


Indicación. La ecuación es Ri+L Gr =E seme. 2911. y=xIn|x|W4+ 


+C,24+C2. 2012. 1409 (09+ +)" 2913. y=In|6%*+C, |—2+Cz, 
2914. y=C,¡+Calnje]. 2915. y=C¡e Y. 2916. y==w YC, x+Cz 


2917. y=(14+C3 In]z+C,|—C,2+Cg 2918. (2--C,)=a ln son Y 2|. 


2919. y=> (In |2))24C,1m|21-4Cg, 2920. == In [4 409940. 


1 1 
2921 y=C¿e * += . 2922. y=t+> E VC—124C? arcsen 5) +C. 
xXx 


AHÍ 
2923. y=(CjX+1)r+C7. 2924. y=(C¡2—Ciel  +Ca; y=3 094€ 
3 
(solución singular). 2923. y=€ =(x—CY+Cy y= = + € (solución sin- 
3 2 
gular). 2926, y = 7 +3 + Cyilnjx|4+ 924 €3. 2927. y =son (Cy 2)+ 


tC.r+Cz 2028. y=x94-ór. 2929, y=> (2244). 2930. y=z+1. 


Y 1 + Cae? y—Co 
y = 2 _— EE Co. ( > = . 
2031. y=Cz2, 2932, y Cie Erer y=C, 2933, z c+ A 
2034. 2= Ela]. Ha | 2985. z=Cy2+ y In y +C,. 2936. 2y2—428=1. 
2—.1 e2— 1 4—g2 
A =— ——_——— de 
2037. ly=x+1. 2938. y (1) Z infzx| o y= DAFT) 7 
PEE mph. 2939. y=>32% 2040. silo 2941. — y=2e%, 
3 £ 
2042. r= —>3 (y+2)?. 2943. y=e*, 2944, y=-=—T— 
22 7. 8 3e9x 
= y 2i—>+. 2946. U=3 ¿32 - 2947. y=sc3x, 2048, y=senx+1. 
2 Ñ 
2949. y > , 2950. r= . e”Y%. 2951. No tiene solución. 2952. y=e*. 
3 
2 x+C?-41)* ¿ E 
2953. y=21In|2|—<]. 2954. y no + C, (1-41)? +C». La solu- 


ción singular es y=C, 2055. y= +04 )24-C3. La solución sin- 
Cll 


gular es y= 


+C. 2958. y= 5 (Cy +a)44C7r +4 C4, 2957. y=C,>+ 


+CEze01%; y=1—e% y= ml 0% la solución singular es y Es A ; 
32+ 
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2958. Las circunferencias. 2959, (1—C¿)2—Coy? + kCG=0. 2960. La catonaria 
y =ach mi 


. Ta circunferencia (2—2xp)2-4-y2=a?. 20961. La parábola 


(xr —zp)2=2ey—a?. La  cicloido r—z¿=ma(t—sent) y=a(l—cost). 


C, H <= 
2962. e2Y+U28e0 (ax+C,) 2963. La parábola. 2964. J= 3 q* A 
1H —L r+c 
+ 20, q“ E" +Cz¿0 y=ach + + Cy, donde H os la tensión horizontal 
HT : 5 a , : d2y 
constante y — a. Indicación. La ecuación diferencial es 75 
d 2 q? 
=$ 4 + (2) . 2963. La ocuación del movimiento es 33 = 


2 
= g (sena —pucosa). La Jey del movimiento es y 2 sen Y — MCOS 0%). 
? 7 p 


m k Ñ ) ] 
2966. 3 In oh (+ e). Indicación. La ecuación del movi- 


, des de y 2 a 
miento es m Nr AS mg —k (57) . 2967, Dentro de 6,43 seg. Indica- 
e A ñ 2 : 
ción. La ecuación do) movimiento es - Da — 105. 2968, a) No; b) si; 


c) sí, d) sf; e) no; f) no; £) no; h) sí. 2969. a) y”-+y+=0; hb) y"—2y' +y=0; 
c) aiy"—2ay +2y=0; dd) y" —3y" +4y'—2y=0. 2970. y =3x— dal 253, 


2971. y=(C, senzx+HC,cos 2). Indicación. Emplear la sustitución 
y=yj¡u. 2972, y=C,2+Colnz. 2973. y=4+Bx2+38, 2974, + 
= Áz po . Indicación. Las soluciones particulares de la ecuación 
homogénea son y; =2, Ya == . Por ol método de las variaciones de lus 


3 
constantes arbitrarias hallamos: (=$ = A; Ca= —F+B. 2975, y = A+ 


+B sen 74€ cos +1 [sec r+tgx)4scu x2In|cosz|—zcosx. 2976. y= 
= Cea e 2977. y = C¡enr< Cye3%, 2978. y = C, + Cye%. 2979, y=C, 00s nr 
+ Cy 50D z. 2980. y =e* (C, cos ++ Co sen 2). 2981. y =e72% (C,cos 3x + Co, sen 3x). 


2982. y =(C,+Cgx) e*. 2083. y=e2x (Ce V2 pj e" Y 2), 2984. Si ko>0, 

y=C Y? y Cye* VE sik < 0, y =C,cos Y —kzx4- Co sen Y —kz. 2985. y= 
E O e El vi VII 

=0 (Cie +Ce y. 2986. y=e EC, cos 6 2+C€28s0n 2). 

2987. y=—4eX4e%%. 2988, y=e"*, 2989. y=sen2x, 2990. y=1. 2091. y= 


=ach = . 2992. y=0. 2993. y=Csensnz. 2994. a) xeX (4124 Bx4-C); 
b) Acos 2x4 B sen 2x; c) Acos 224 B son 2x + Cx2e2%; d) 0% (A cos 24 B sen 2); 
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c) e* (4124 Bx4-0)4-2e2 (DH E); f) zer [(AxrlY Bx9C) cos 22 + 
+ (Dx2-4- Ex + F) sen 27]. 2995. y = (€C,+4- Cox) e (2224 42143). 2996. y= 


a 
ee (e, cos Hi + Cy sen ya 2) 204322, 2997. y=(C+€30)e*+ 
+3 e2%, 2998. obs e 2999, y =Cyet4 Con ze”. 3000. y = 
= Cy cos ++ C¿ sen 245 a sen x. 3001. y =C¡e* + Cyetn— E (3 sen 22 + cos 22). 
3002, y =CE ¡e 4 C,eodr+ az (5 10 35 ) e. 3003, — y=(C¡+C30)e*+ 
+5 eos a A e*. 3004. y =C,; HOST aa (2 cos 2x7 —sen 22). 
3005.  y=e* (C, cos22+Cosen Dye sen 21. 3006. y==cos2x-+ 


+3 (sen x=+sen 2x3). 3007. 1) z=C, cos w0t-+ Cs son wi + sen pt; 2) == 


_ A 
m3— p2 
—C, cos 01 + €, son ot—L_ ¿008 ot. 3008. y=C¿eé% + E ei% gel, 3009, y— 


20 

2 3 
A A 3010. y=e*(C¿+Cor+z2x%). 3011. y =C,+ 
+ Cer +> 201% x. 3012, y =t¡e + Ces nte (3 cos 2x -|- sen 22). 


3013. y= ep 3014. y =C¡+Coe*— zer —q3— 22, 


3015. E en e, 3016. y =(C,cos 3x+ Casen 3x) e*+ 


7 (son 3r-+6 cos 32)4+3 =. 3017. y =(C¡+Cor< pa?) A . 3018, y =C¿+ 
Posa paisa O a A 
2 A is UN RA y= G 


2 
e 3020. y =Ce* + Ese *— x sen z—«os «. 3021. y =C ¡eo HH Oye — 


3 a 22+2 cos 27). 3022. y=Cy cos 224-C, sen 2 (3sen 2x-P2 cos 21)+ 


Ss 3023. y=e*(C, eos x + Cgsen z—2xc0s 1). 3024. A 


E (ri—ajex., 3025. y =C,cos 3z -|- Ca sen dl qa sen t— —_— a cos + 
+ q (Bu A)ens, 3026, y=CR+ Ces paa o C—30+5 (Lat —Ña) 00%, 
3027. y=C, + Cye2 2er 0 0, 3028. y= (e, da ¿2 


3029. y =C¡e3r 4 Cot (972 + 2) e73x + (212432) e%. 3030. y =C,cosx+ 


E XL 3 + 5 E 
+ Csson 2-7 cos z-—+ sen 2—y cos 924 33 sen 3z. Indicación. 
Transformar Al producto de coscños en o de cosenos. 3031. y= 
ne a ¡e e a 
=Gyé7* r2 > Cae” 12 7 gersena+rercosz. 3032. y-=C,cosx-hCasonz+ 
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+-C08 2 Jus (5+2) ' 3033. y =C¿cos + C¿sen =+sen z-]n tg. 


3034. =(C4+ Co) exe ln]r] 3035, y=(C0,+Co7) e *+xe*Iln| xj. 
3036. DS A A a 3037. y=C,cos + 
+-£93en 2— 1 00s 24+5eA 2 In] sen z |. 3038. 1) y =C/e%4-Coe”44(e%4- 07%) arctg e*; 


hb) y=C;,e* Y2 Cc, gr V2 pe 3040. La ecuación del movimiento es 


2 [ diz V 2 

——e a == ek di O == > —— a te pa . — 

- ($7) 2 k (542) (1) T=25 / E seg 3044 z 

—2ezondo! 00 Ye sen Ver el Indicación. Si z se cuenta a partir 
4 

de Ja posición de reposo de la carga, —2 4h (19 +12—y —!), donde 


ry es la distancia desde cil punto de reposo de la carga hasta el punto 
inicial do engauche del resorte, ¿ es la longitud del resorte en estado 


és 
de reposo; por lo cual k(xy—21)=4, por O a 


= —k (r—y), donde k=4, g 981 cma?/sog. 3042, m > med E (b— 12) —k (b4+a); 
j / 2k Zs ya q 

-— ——St A == == — = 

x= COS (: E ). 3043. 05 es; ? E In (64+ V35). 3044. a) r 

== (004 00 b) r=32 (0 — et), Indicación. La ecuación dife- 


2 
rencial dol movimiento es er. 
3043. y =C,+CUge* + Cged, 3046. y =C,Coe* + Ege%. 


3047. y=Cyes 40 (Cocos Y v3 x + Cg sen ys s) A 


3048. y=C,+Ca2+ CoVE, C eV? 3040. y=e* (C,+ Cot + Cguó). 
3050. y =e* (Cy, cos 14-C, sen 1) 4 e * (Cgcos z + €¿sen 2). 
3051. y =(€4 + Coz) cos 224 (€ -FC¿Y) sen 25. 


z 


3052. y =C 4 Ce *+e 2 (cs cos Ya zx +C,son ya z) s 


3053. y = (E, + Co1) ex =P (03 + C,x) e%, 

3004. y =C/e%X4- Caer “Y 4 Cgcos ar+C, sen az, 

3055. — y=(C PCar)e IT HO O me BR 3056... y=C,+Co1+ 

+€3c0sar+C,senaz. 3057. y=C,¡+Cor+(Cg4-C ¿230 %. 3058. y=(C; + 

-)- Cox) cos z + (Es -P C¿2) SCD 2. 3059. y =e Y (EC, + CA... + Epi ?D. 
2 

3060. y=C,+C,0+ (03+C, qa 7) es 


3061. y ="C,+Coxr- 120% 43234 > 4 (C44-C,¿x) e%. 


2 
(4 cos 4x—sen 47). 


3662. a ( € cos Y z -|- Cg sen y3 2) 05, 


3063. y =C,+ Cor 4 Cy Cen == 
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3064. A q | ex 2,15), 


3065. y =C/e"*+C¿c08 AP 
3066, y=C,+Cacos a r-+cos = In | cos z|—tg z-sen z + x sen 2. 


7 son UL 2) pr 2, 


3068. y=(0,+C:m22. 3069. y=0 042 


3070. y =Cy cos (2 In z) 4+-C¿ sen (2 1n 2). 
3071. y =C,24-C2224-Cgz3, 3072. y =C¿+C2(B3x 4-2) —*/3 


3073. y=C,x? 42 . 3074, y =Cycos (ln z) 4-C¿sen (In x). 


z 
.3067. y =e"*>+e (008 4 Via z+ 


3075. y =C,123+ Coty 2. 3076. y=(=+1)2[0,+Cz 10 (241) +(241). 
3077. y=x (ln xn? 2). 3078. y =C,cosx+Cosenx, z=Cgcos z—C,scn z. 
3079. y =e"* (C, cos z+Casen zx), 2 =+ e [(C¿—2C,) cos xr —(C; +2C,) sen x]. 
3080. y= (Cy — Cp — 1 ear, 2 =(C,24 Ca) e 2%. 


3 3 
3081. r=C,e'+e "5 (c,00s y ¿+ Cgson LL JE 


y=cjt 48 (SVÍS cos el FE Ca VI FC son YE e), 


3 PT 
¿=Cset+e +(=aVIa., cos da 4 1303, sen —— La e). 
3082. z=C¡e!+Caer, A ¿= —(C,+C3) et + Coe%, 
3083, y =C4 + Cye 2 (24 2), 2 =Cge?9—C 4 q (224). 
3084. y==C,¿4+- Cor +2sen =, 2= —2C,¿—C, (22 +1) —3 sen r—2cos zx, 
3085, y =(C¿—2C,—2C 91) e 62414, ¿=(0, + Ct) 04529; 
(9,6, =4, 

y =14 (1—e7%) 21 (34-47), 2= —9 (1 —e*) Yu (544072), 

3086. x= 102% —8e3! —el + 61—1:; y = —20e2! 4 8e3! 4 3e! +-12t +10. 


9 2 2 
8087. y= jac 3088*. a) A 


a A 
(Co 22 * Cy 2 
bh) ln nd 12. y?2= arctg 24 Cj, — 
de dx 
t—y + y 
In Vi34 y = arctg + Ci. Luego, utilizando las propiedados de las pro- 


x dz y dy z d+ y dy 
EE yá De donde 


y 2 


ÁS c) Indicación. Integrando 


la ecuación homogénea , hallamos la primera integral 


dz 
porciones derivadas, tenemos — = ——— 
2 2(3—Y) y(=+y) 
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In z => In (124 y2) + In Cs y, por consiguiente 


VAT A =CU33 0) 2+y+ 


+2=0, 124y2+422=6. Indicación. Utilizando las propiedades de las 
proporciunes derivadas, tenemos: == = a SL LA : 
de donde dx+dy+d2z=0 y, por consiguiente, EN Análogamerte 

zdz ydy dz z<dur-pydy+zdz a 
E A e e 
y 124 y2422=C3. Es decir, que las curvas integrales son las circunferen- 
cias z+Yy+2=C€jy, 124 y2+:22=C». De las condiciones iniciales r=14, y=1, 
5= —2, tondromos que C,¿=0, C¿=6, 


2 2 
3089. y =C,z1 fe — 55 (3 1n2 —2 In 2), 


áS 12010434 (8 Int =+ In 24). 


de E 
3090. y=Cje* “4 Cre7* V210 cos + C¿senz+e*—2zx, 
í 3 4 


Cy 19 cos 2 sen eta, 
PyN COS U > m E 
3091, A md y = y (vo son a +mg) (1—e " )— 
mgl el dy dvy E 
E Resolución. m == —kUg; m7" = —k0y — mg cuando las 


condiciones iniciales som: zyr=y=0, y 


xq = Vo COS AL, 1 =v0 SEN Q cuando 
t=0, Integrando, obtenemos: 


h 
DP A: A 
Dy=byCOsuUe Y , kv, -pmg=(koy sena pmgje "o. 
k vo Vm k 2 k2y2 e 
3092. z=acos—=!, y=A A sen— 1, e =4. Indica- 
Y hn y ' Vm a* + mu] 
2 
ción. Las ecuaciones diforenciales del movimiento son: m = = —kizg; 
dy 
3093. y = —2--2r—x?, 3094. =(v +3) cmo Ay 
ae 2 4 

to 1 4 1 9 21 
F A =—_ — 2 ATA 3 o. 4 AAA 5 
3095. y LE TAGE y t+... 

1 t 2 

A A o 
ita das Ti Er DA E ES TFT 
3097 o la seri to cuando —1. 251 
”] o. — IES, E a y 2 13 , ¿ r o E O 
YM. y t+ia+taatr3gt ; la serie es convergente cuando ÓN 
y? q xi 

k — e E A io > ES se l Ss pe , Cc d 
3098. y=x n2 7 273 Epa + la serie cs couvergonte cundo 


—ox<r<c+co. Indicación. Empléese el procedimiento de los coefi- 
cientes indeterminados. 
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1-47 
9! 


—0< z <+00. 3100. y. Indicación, Empléese el método 


23-+...; la serie es convergente cuando 


si 
3099. y=1—=p + 28 


2 4 8 
do los coeficientes indeterminados, 3101, dt e 


la serie es convergente cuando |x|]<+00. Indicación. IEmpléese el 
mútodo de los coeficientes indeterminados. 


1 2 9 55 
E A 0 E 7 A A , 
3102. z a(1 E 00) 
ant nz E o. as És 
3103, 4 —= A 005 -—— Sen —— - Indicación. Utilizar las condiciones: 
u(0, )=0, u (Ll, 2)=0, u(z, 0)=A sento, 20 o. 
-_ 2 a 1 (Ok+1) mat (Qi) a a 
3104, U ==> 2 en E E Indicación. 
R=0 0 
Utilizar las condiciones: u (0, 1)=0, u (1, 1) =0, u (2, 0) =0, AA a, 
8h a 1 ni... nara nnr E ESA 
3105. u==7 21 7 Sen Cos q sen ——. Iadicación. Utilizar 


n= 
las condiciones: 
2hx E 
1 para 0 <TS DJ , 


du (zx, 0) 


0? =0, u(0, 1)=0, u(1,1)=0, u(z, 072) 


[2 (1-5) para > <zI<l. 


00 
3106. u= »Z Ay, COS DA sap rt 0 , donde los cocficientes A, = 


n=0 
I 
edfz Qr+baz, 8(—i)" . Losó ae 
== j sn q AA Indicación. Utilizar las 
a , _oa dll, £ zz Qu (x,0) . 
condiciones: u(0, 1) =0, A u(z, => a 
aín3n2! 
400 mx “"T00s. 


indicación. Utili- 


at 
3107. “=p > 7 ((—<cos nn) sen 100 


=1 
zar las condiciones: u (0, 2) =0, u (100, 2)--0, u (z, 0) =0,01z (100 — 2). 


Capitulo X 


8108. a) <1"% <0,0023%; b) <1 mm; <0,26%; c) <t eg; 0,0018%. 
3109. a) <0,05; <0,024%; 5D) < 0,0005; <1,45%;, c) <0,005; <0,16%. 
3110. a) 2 cifras; 48-103 $ 49-103, ya po el número está comprendido entre 
47877 y 48 845; b) 2 cifras; 15; c) 1 cifra; 6-102, Prácticamente, el rosultado 
doho escribirso en la forma (5,9 + 0,1).10%, 3111. A 29,9; b) 1,0-103;, c) 43,2. 
3112, a) 84,2; hb) 18,5 Ó 18,47 +-0,01; c) el resultado del cálculo no tieno 
cifras exactas, ya que la diferencia es igual a una centésima y el valor 
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posible del error absoluto también es una centésima. 3113*. 1,8 4-0,3 cm2- 
Indicación, Utilizar la fórmula del incremento del área del cuadrado. 
3114. a) 30,00,2; b) 43,7 +01; c) 0,3+:0,1. 3115. 19,9+0,1 mi. 
3116. a) 1,1295 +- 0,0002; b) 0,120 + 0,006; c) ul cociente puede oscilar entre 
48 y 62. Por consiguiente, en la notación del cociente no puede considerarse 
exacta ninguna cifra decimal. 3117, 0,480, La última cifra puede oscilar 
en una unidad. 3118, a) 0,1729: b) 277.109; c) 2. 3119, (2,05 + 0,01)-10% cm, 
3120. a) 1,648; b) 4,025 + 0,001; €) 9,006 + 0,003. 3121. 4,01-103 cm2, El 
error absoluto €s 6,5 cm?. El orror relativo 0,16%. 3122. EF catoto os igual 
4 138+/0,2 em: suna=0,44+0,01; a =26%15' +35. 3123. 2,7 +01. 
3124. 0,27 amperios. 3125. La longitud del péndulo debc medirse con exac- 
titud do hasta 0,3 cm; los números x y q doben tomarso con tres cifras 
(según el principo de las influencias iguales). 3126. Los radios y la gene- 
ratriz deben medirso con error relativo de 1/300. El número st debe tomarse 
con tres cifras (según cl principio de las influencias iguales). 3127. La 
magnitud 1 debe medirse con precisión del 0,2% y s, con precisión del 
ta (sogún el principio de las influencias iguales). 


3120. 
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3130. 


Indicación. Calcular los primeros cinco valores de y y, una vez 
obtenido Atyy=24, repetir este número 24 por toda la columna de las 
cuartas diferencias. DES paeS de osto, la parte restante de la tabla so llona 


mediante operaciones suma (avanzando da derecha a izquierda). 
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) ao: 0,399; 0,491; 0,664. 3132. 0,1822: 


0,1993; 0,2165; 0,2334; 0,2503, 3133. 1+z-422+13, 3134. pi 
+ +8: y == 22 cuando x=5,5; y =20 cuando z=35,2. Indica- 


ción. Al alcala z para y =20 tomar yo=11. 3135, Yl polinomio de inter- 
polación es y=zx2—10x +41; y=1 cuando z=0. 3136, 1538 kpf (aproximada- 
mente). 3137, a) y(0,5)=—4; y(2)=11; b) y(0, 5)=—<e y (2) = —3. 
3138. —1,325. 3139, 1,01. 3140. —1,86; —0,25; 2,11. 3141. 2,09. 3142. 2,45; 
0,019, 3143. 0.31; 4. 3144. 2,506, 3145, 0,02. 3146, 0,24. 3147, 1,27. 3148, 
— 1,88; ME 1,53, 3149. 1,84, 3150, 1,31; -—0,67. 3151. 7,13. 3152, 0,165. 
3153. +4,73 y 0. 3154. 4,72. 3155. 1,38, 3156, 2=0,83; y = 0,56; x= —0,83; 
y = —0,56, 3187. z=1,67, y=1,22. 3158. 4,493. 3159. 1,1997. 3160. Por la 
fórmula de los trapecios, 11, 625; por la fórmula de Simpson, 11,417. 
31614, -—0,995: — 4; 0,005; (0,5%; A=0,005. 3162. 0,3068, A=1,3.1075, 
3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165, 0,84. 3166, 0,28. 3167. 0,10. 3168. 4,61. 9169. 4,85. 
3170. 0,09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93. 3175. 1,29. Indi- 
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ación. Utilizar las ecuaciones paramétricas de la elipse x=c0os!, 
= 0,6222 son t y transformar la fórmula de la longitud del arco a la forma 


E 
2 a 
| V1—e2 cos2+.d1, donde e es la excentricidad de la elipse. 3176. y, (1=3 » 
0 


y q? q3 q? 2711 qi5 , e? 
Yyl)=>3 +73 (0=37+3+230 + 308 + 9177. 91 (1)=-3—2u+1, 


3 32 ga  q3 3x2 
Ya l2)= +39 41, Y ()= 5 —FA Rs 24 (1) =32—2, 


yt : Tad 
la (2) — tri 32—2, 23 (12) =— q 214 322. 3178, Ya (1)=2, Ya(t)= 


a Sa Ha 3179. y (t)==3,36. 3180. y(2)=0,80 
EEE ya (1)=1=7 420 * . y ( ) == ¡VU» . y ( )= yJOV. 


3181. y(1)=3,72; 2(1)=2,72, 3182. y=1,80. 3183. 3,15, 3184. 0,14. 
3185. y(0,5)=3,15; 2(0,5)=-—3,15. 3186. y(0,5)=0,55; z (0,5) = —0,18. 
3187. 1,16. 3188. 0,87. 3189. z(m) =3,58; zx” (11) =:0,79. 3190. 4294-1739 cos z— 
— 1037 son x — 6321 cos 22 + 1263 sen 27 — 1242 cos 3z—33 sen 3x. 3191. 6,40 — 
— 1,96 cos z + 2,14 son - — 1,68 cos 2z + 0.53 son 2x — 1,13 c0s 3z +-0,04 sen 3x. 
3192. 0,960+ 0,851 cos + +-0,915 son +0,542 cos 274-0,520 sen 274-0,271 cos 3x-4- 
+0,100 sen 3x. 3193. a) 0,608 sen z7-0,076 sen 27 4+-0,022 sen 3x; b) 0,338 + 
+0,414 cos 0,111 cos 27 +- 0,056 cos 3z, 


Au —Alía 
Bf —Beta 


Ty — Gamma 
Ad — Delta 
Eg— Epsilon 
Z¿— Dzeta 


Magnitud 


2 N 
“al daj= aja na Za 


Xx 


3,14159 
6,28318 


1,57080 
0,78940 


0,31831 


9,86960 
1,77245 
1,46459 
2,11828 


APENDICES 


I, Alfabeto griego 


IIn— Eta 

89 —Teta 
Tu -— Tota 

Kx — Kappa 

AA — Lambda 

Mu — Mu 


ll. Constantes de uso frecuente 


lu x 


0,49715 
0,79818 


0,19612 


1,89509 


1,50285 


0,99430 
0,24857 
0,16572 
0,43429 


Magnitud 


4 radián 
arc 1” 
g 


0,36788 
7,38906 
1,64872 
1,39564 
0,43429 
2,30258 


371745 
0,01,745 
3,81 


Nv— Nu Tr — Tau 

sE —Xi Yv —Ypsilon 
0o —Omicron — Dp —Fi 

Mir —Pi Xx —Ji 

Pp —Ro Yy—Psi 

20 —Sigma Qu — Omega 


4,56571 


0,36859 
0,21715 


0,14476 
1,63778 


0,36222 


2,24188 
0,99167 
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III. Valores inversos, potencias, raices y logaritmos 


lg x 
(man- 


In"x 
tisa6) i 


jj 


1,000 1,000 | 1,000 | 3,162 | 1,000 | 2,154 | 4,642 | 0000 | 0,0000 
1,210 4,331 | 1,049 [| 3,317 | 1,032 | 2,224 

1,440 1,728 | 1,095 | 3,464 | 1,063 | 2 

4,690 2,197 | 1,140 1 3,606 ] 1,091 | 2,351 | 5,066 | 1139 | 0,2624 
1,960 2,744 | 1,183 [ 3,742 | 1,119 | 2,410 | 5,192 | 14641 [0,3365 


2,200 3,375 1,225 | 3,873 | 1,145. 2,466 | 5,313 | 1761 | 0,4055 
2,150 4,096 | 1,265 | 4,000 | 4,170 | 2,520 f 5,429 | 2041 | 0,4700 
2,890 4,913 [1,304 | 4,123 | 1,193 | 2,571 | 5,540 | 2304 [0,5306 
3,240 9,832 | 1,342 | 4,243 | 1,216 | 2,621 | 5,646 | 2553 | 0,5878 
3,610 6,839 | 1,378 [| 4,399 | 1,239 | 2,668 | 5,749 | 2788 | 0,6419 


4,000 | 8,000 | 1,414 | 4,472 | £,260 | 2,714 | 5,848 | 3010 | 0,6934 
44140] 9,261 | 1,449 | 4,583 | 1,281 | 2,759] 5,944 | 3222 | 0,7419 


EE 


e. 


5d 


238 


5, 
-» 


NENAS 


-» 
7) 


Dd E 
a] 


SOS SOSo- 
2 NS e“) =J 
el tania, 


ha ph én 
EN 
NN 
on] 


e bh 


ascos sa 
Ps ¿En 
=] 
O) 


454 4,840 | 10,65 | 1,483 | 4,690.| 1,301 | 2,802 | 6,037 | 3424 [0,7885 
310,435| 5,290 | 12,17 [1,517 | 4,796 | 1,320 | 2,844 | 127 | 3617 | 0,8329 
410,417 | 5,760 | 13,82 ¿1,549 | 4,899 | 1,339 | 2,884 | 6,214 | 3802 | 0,8755 
50,400] 6,250 | 15,62 11,581 | 5,0600 | 1,357 | 2,924 | 6,300 | 3979 | 0,9163 
6 10,385| 6,780 | 17,58 | 1,612 | 5,069 | 1,375 | 2,962 | 6,383 | 4150 | 0,9555 
,7 10,370 | 7,200| 19,68 | 1,643 | 5,196 | 1,392 | 3,000 | 6,463 | 4314 [1 0,9933 
810,357 | 7.840 f 21,95 |1,673]5,292 | 1,409 | 3,037 | 6,543 | 4472 1 1,0296 |: 
910,345| 8,4140 | 24,39 | 1,703 15,385 | 1,426 | 3,072 | 6,619 | 4624 14,0647 | 


> 


0.333| 9000] 27,00 11,73215,477 | 4,442 | 3,107 | 6,694 | 4771 | 4,0986 | 
03231 aciol| 2979 | 41,761 | 5,568 4 1,458 | 3,141 16,768 | 4914 | 4.1314 | 
3121140.24 | 32.77 [1,78915,657 | 4,474 | 3,175 ] 6,840 | 5054 | 4.1632 
0.303 110.89 | 35,94 14,817 | 5,745 | 1,489 | 3,208 | 6040 | 5185 | 4,1939 |: 
0,234 141.56 | s930 11,844 | 5,831 | 1,504 | 3.240 | 6,980 | 5345 | 1,2238 |. 


0,286 ¡| 12,25 42,88 [1,871 | 5,916 [ 1,518 | 3,271 17,047 | 5444 | 1,2528 |' 
0,278 | 12,96 46,66 | 1,897 [ 6,000 | 1,533 | 3,302 | 7,114 | 5563 | 1,2809 
? 13,69 50,65 | 1,924 ] 6,083 | 4,547 | 3,332 | 7,179 | 5682 | 1,3083 ]: 
0,263 | 14,44 54,87 | 1,949 | 6,164 ]) 1,560 $ 3,352 | 7,243 | 5798 | 1,3350 |: 
0,256 [15,21 59,32 (1,975 | 6,245 | 1.574 | 3,391 [7,306 | 5911 | 1.3610 |. 


ESAS Sa 


DN 
= 
ua 
po 
bd 


> 


e Y) os tn 
e 
[q] 
e] 
[am] 


5d 


4,0 | 0,250 | 16,00 64.00 [2,000 | 6,325 | 1,597 | 3,420 [ 7,508 | 6021 | 1,3863 | 
4,1 | 0,244 | 16,81 68,92 | 2,025 | 6,403 | 1,604 | 3,448 | 7,429 | 6128 | 1,4110 y 
4.2 | 0,238 ¡ 17,64 74,09 | 2,049 | 6,481 11,613 | 3,476 | 7,489 | 6232 | 1,4351 |. 
4,3 | 0,233 | 18,49 79,51 ]2,074 | 6,557 | 1,626 | 3,503 [ 7,548 | 6335 (1,4586 
4,4 | 0,227 | 19,36 85,183 42,098 | 6,633 | 1,639 | 3,530 | 7,606 | 6435 [ 1,4816 ]' 
4,5 10,222 | 20,25 91,123 |2,121 | 6,708 ] 1,651 | 3,557 | 7,663 | 6532 | 1,6041 
4,6 10,217 | 21,16 97,34 12,145 | 6,782 | 1,663 | 3,583 | 7,719 | 6628 | 1,5261 
"4,7 10,243 | 22,09 | 103,8 2,168 ] 6,856 | 1,673 | 3,609 [ 7,775 | 6721 | 1,5476 
4,810,208 | 23,04 | 110,6 2,191 | 6,928 | 1,687 | 3,634 | 7,830 | 6812 | 1,5686 
4,9 | 0,204 | 24,01 ; 117,6 2,214 | 7,000 | 1,698 | 3,659 | 7,884 | 6902 | 1,5892 
5,0 ) 0,200 [ 25,00 | 125,0 2,236 [ 7,071 [ 1,710 | 3,684 | 7,937 | 6990 [ 1,6094 | 
5,1 | 0,196 | 26,01 | 132,7 2,258 | 7,141 | 1,721 13,708 | 7,990 | 7076 | 1,6292 
5,2 | 0,192] 27,04 | 140,6 2,280 7,211 [1,732 | 3,733 | 8,041 | 7160 | 1,6487 | 
5 3/0,189 | 28,09 | 148,9 2.302 | 7,280 | 1,744 | 3,756 ]8,093 | 7243 | 1,6677 [ 
5,4 | 0,185 | 29,16 | 157,5 2,324 | 7,348 | 1,754 | 3,780 [ 8,143 |] 7324 | 1,6864 


511 


hs : Continuación 


A ll ON. lg z 
Vi0x | Pz | "102| y 1002 a 
isas 


lo,182 30,25 | 166,4|2,345| 7,416|1,765/|3,803| 8,193| 7404 |1,7047 
0,1791 31,36 | 175,6|2,366| 7,483|1,776|3,825| 8,243] 7482 | 1,7228 
0,475| 32,49] 185,212,387| 7,550|4,786|3,849| 8,291 | 7559 |1,7405 
0,472 | 33,64| 195,1]2,408| 7,616|4,797|3,874| 8,340| 7634 |1,7579 
0,169] 34,84 | 205,4|2,429| 7,681 |1,807|3,893| 8,387| 7709 |1,7750 
,167| 36,001.216,0|2,449| 7,746/1,817|3,915] 8,434| 7782 |1,7918 
1641 37,24 | 227,0|2,470| 7,810/4,827|3,936| 8,481| 7853 |4,8083 
38,44| 238,3|2,490| 7,874|4,837|3,958| 8,527| 7924 | 1,8245. 
459) 39,69| 250,0|2,510| 7,937|1,847|3,979| 8,573| 7993 | 4,8405 
156] 40,96|.262,11|2,530| 8,000|1,857/4,000| 8,618| 8062 |4,8563 


. 8. » 


930 
154| 42,25| 274,6/2,599| 8,002 | 1,866 [4,021] 8,662] 8129 | 1,8718 
,969 | 8,124/1,876]4,041| 8,707 | 8195 14,8871 
8,185 1,585 4:08 8,150] 8261 |1,9021 


2 

2 

151 | 43,56 | 287,5 | 2 

149| 44,89 | 300,8 | 2 

147 | 46,24| 344,4|2,608| 8,246 | 4,895 

145] 47,64 | 328,512,627| 8,307 | 4,904 
143] 49,00 | 343,0|2,646| 8,36711,913|4,121| 8,879| 8451 |4,9439 
,144] 50,41] 357,9 2,665 | 8,426 |4,922/4,14t| 8,924] 8513 [1,4601 
1139 | 51,84| 373,2 2,683 | 8,485 |1,93114,160| 8,9631 8573 |1.0741 
,137| 53,20 | 389,0 | 2 8,544 | 1,940 kl 7 
,135| 54,76 | 405,212 8,602 | 1,949 

,133| 56,25) 421,9)2 8,660 | 1,957 

,1321 57,76 | 439,012 8,718 | 1,966 

11301 59,29| 456,5|2,775| 8,775|1,975 
,128 | 60,84| 474,6 |2,793| 8,832 | 1,983 
1127 | 62,41 | 493,0/2,311| 8,888 | 1,992 
195 | 64,00) 512,0)2,828| 8,944! 2,000 
123| 65,61 | 531,4|2,846 | 9,000| 2,008 
122| 67,24| 551,4/2,804] 9,05512,017 
120 | 68,89| 571,8|2,881| 9,110 |2,025 


DO -)-12I21>-] =J]>[ 2] a] =y DODADADADO en q Un Ur Ut 
3 a 
IE No 


Gu 


1161 73,96 | 636,112,933| 9,274 | 2,049 
115 | 75,69| 658,5 |2,950| 9,327 | 2,057 


109| 84,64| 778,7|3,033| 9,592 | 2,095 
108| 86,49 | 804,4 | 3,050 | 9,644 | 2,103 


pe NA 
O 
on 
ZELES 
by e 
Si 
00 
Q 
=> 
AS 


4 
,162 110,000 | 2,154 


<q 
O OU DO 000 09 00 00 00 09 09 
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LT 
(radianes) 


0,7679 
0., 7854 


Y. Funclones trigonométricas 


S0D Z 


0,4695 


0,4848 


COS í 


tg z 


ctg zx 


COs z 


0,7071 


sen z 
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Y. Funclones exponenciales,: hiperbóllcas y trigonométricas 


tha 


sen z COS Z 
0,0 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 4,0000 
0,1 | 1,1052 | 0,9048 | 0,1002 | 4,0050 | 0,0997 | 0,0998 | 0,9930 
0,2 | 1,2214 | 0,8187 | 0,2013 | 4,0201 | 0,1974 | 0,1987 | 0,9801 
0,3 | 1,3499 | 0,7408 | 0,3045 | 4,0453 | 0,2943 | 0,2955 | 0,9553 
0,4 | 1,4918 | 0,6703 | 0,4108 | 1,0811 | 0,3799 | 0,3894 | 0,9211 
0,5 | 4,6487 | 0,6065 | 0,5211 | 1,1276 | 0,4621 | 0,4794 | 0,8776 
0,6 | 1,8221 | 0,5488 | 0,6367 | 4,1855 | 0,5370 | 0,5646 | 0,8253 
0,7 | 2,0138 | 0,4966 | 0,7586 | 4,2552 | 0,6044 | 0,6442 | 0,7648 
0,8 | 2,2255 | 0,4493 | 0,8881 | 1,3374 |'0,6640 | 0,7474 | 0,6967 
0,9 | 2,4596) 0,4066 | 1,0265 | 4,4331 | 0,7163 | 0,7833 | 0,6216 | 
1,0 | 2,7183 | 0,3679 | 1,1752 | 4,5431 | 0,7646 | 0,8415 | 0,5403 
1,1 | 3,0042 | 0,3329 | 1,3356 | 4,6685 | 0,8005 | 0,8912 | 0,4536 
1,2 | 3,3201 | 0,3012 | 1,5095 | 4,8107 | 0,8337 | 0,9320 | 0,3624 
1,8 | 3,6693 | 0,2725 | 1,6984 | 1,9709 | 0,8617 | 0,9635 | 0,2675 
1,4 | 4,0552 | 0,2466 | 1,9043 | 2,1509 | 0,8854 | 0,9854 | 0,1700 
1,5 | 4,4817 | 0,2231 | 2,1293 | 2,3524 | 0,9051 | 0,9975 | 0,0707 
1,6 | 4,9530 | 0,2019 | 2,3756 | 2,5775 | 0,9247 | 0,9996 | —0,0292 
1,7 | 5,4739 | 0,1827 |. 2,6456 | 2,8283 | 0,9354 | 0,9017 | —0,1288 
1,8 | 6,0495 | 0,1653 | 2,9422 | 3,1075 | 0,9468 | 0,9738 | —0,2272 
1,9 | 6,6859 | 0,1496 | 3,2682 | 3,4177 | 0,9562 | 0,9463 | —1,3233 
2,0 | 7,3891 | 0,1353 | 3,6269 | 3,7622 | 0,9640 | 0,9093 | —0,4161 
2,4 | 8,1662 | 0,1225 | 4,0219 | 4,1443 | 0,9704 | 0,8632 | —0,5048 
2,2 | 9,0250 | 0,1108 | 4,4571 | 4,5679 | 0,9757 | 0,8085 | —4,5885 
2,3 | 9,9742 | 0,1003 | 4,9370 | 5,0372 | 0,9801 | 0,7457 | 0,6663 
2,4 | 11,0232 | 0,0907 | 5,4662 | 5,5569 | 0,9837 | 0,6755 |—0,7374 
2,5 | 12,1825 | 0,0821 | 6,0502 | 6,1323 | 0,9866 | 0,5985 | —0,8014 
2,6 | 13,4637 | 0,0743 $ 6,6947 | 6,7690 | 0,9890 | 0,5155 | —0,8569 
2,7 | 144,8797 | 0,0672 | 7,4063 | 7,4735 | 0,9910 | 0,4274 |--0,9041 
2,8 | 16,4446 | 0,0608 | 8,1919 | 8,2527 | 0,9926 | 0;3350 | —0,9422 
2,9 | 18,1741 | 0,0550 | 9,0596 | 9,1146 | 0,9940 | 0,2582 | —0,9710 
3,0 | 20,0855 | 0,0498 | 10,0179 | 10,0677 | 0,9950 | 0,1411 |—0,9900 
3,1 | 22,1979 | 0,0450 | 14,0764 | 11,1215 | 0,9959 | 0,0416 | —0,9991 
3,2 | 24,5325 | 0,0408 |] 12,2459 | 12,2366 ¡ 0,9967 |-—0,0584 | —0,9983 
3,3 | 27,1126 | 0,0369 | 13,5379 | 13,5748 | 0,9973 |--0,1577 | —0,9875 
3,4 | 29,9641 | 0,0334 | 14,9654 | 14,9987 | 0,9978 |—0,2555 | —0,9668 
3,5 | 33,1154 | 0,0302 | 16,5426 | 146,5728 | 0,9982 |--0,3508 | 0,9365 


YI, Curvas (para consulta) 


A A 


0 


1. Parábola 2. Parábola cúbica 3. FHipérbola equilátera 


y=>+. 


4. Gráfica de la 5. Curva de Agnosí 
función fraccionaria 4 
1 = E 
== + =p 
Y 


0 X 


6. Parábola (rama suporior) 7. Parábola cúbica 
y = Vi. y = y í. 
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Y 
8b. Paráholta semicúbica 
x=1?, 
2 
0 Y p=x 0 y=2. 
Ha. dd de Noil 

A ¡2 = =13, 
ya ly =+2, 


9. Sinusoide y cosinusoldo 
y =Ssenz e y=:C08 2, 


10. Tangentouido y contangentoide 
y=tgx e y=Cctg z, 


33* 


316 


y=set IA y=CO0SCC x 


HAT Ñ 
VARERGR AAA ANA 
VS UL SS 2 DS SU IS ¡A 


(AA AAA? 
ANAND AAR A A 
CAY 800 ¿A E 0 UD 


11. Gráfica de las funciones 
y =30C 1 O Y =C0SCC 7. 


12. Gráfica do las fuuciones trigonométricas inversas 
y =Árcson ze y=AÁrccos 2. 


917 


) ¿ 
di ñ O 
A 
JE jr ==) 


TA ¡L-y=ercetgz 
-3 -2 ANO ao 7 Ol. se o 
Fl — ) A | y=kroctg a 
EA y=Arctg x ¿ | 
E J 7 l 


13. Gráfica de las funciones trigonométricas inversas 
y =Arctg zx e y=Arcctg z. 


14, Gráfica de las funciones exponenciales 
y=e* 0D y=e*. 
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15. Curva logarítmica 


16. Curva de Gauss 
p=In x, 


17. Gráfica de las funciones hiperbólicas 18. Gráfica de las funciones 


y=Ssk re 


hiperbólicas 
$ e 2 =% 
2 y=thz= 50 
a 
y=Ch g=l SS (catenaria). 


eq ent 
y =cth x = HA: 


d1y 


20. Flipérbola 
A L=A4COSÉ, r=acht, 
id y=b sen t. ios y=bsh £. 
(para la rama derecha). 


0M= AS 
24. Parábola 


22. Folium de Descartes 


23. Cisoido de Diocles 
y2=2px. 234- 9 —3azy =0 is q 
. 3at a —Z 
“21 FS y at? 
Uli=3F3 : 0 
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25. Lemniscata de Bernoul)i 
(224 y?)2= 22 (28 y2) o 
r2=0* 003 2q. 


24. Estrofoide 


a+ 


a —í 


26. Cicloide 27. Hipocicloide (astroide) 
z=a (t—sen bp, EA 2 2 2 
y =a (1 —cos t) FOO Ei ad, 
ás yg=eseni l 


g82 £ 
28, Cardioido 29. Evolvonto (desarrollo) de la circunferencia 
r=a (1 + cos q). y z=a (cos t +t son t), 
y = a (sen ¿— 1 cos 1). 
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30. Espiral de Arquímedes 31. Espiral hiperbólica 


r=ap (r 0), n= (r3>0). 
q ” 


32, Espiral logarítmica 33. Rosa de tres pétalos 
r=e0 r=a sen 3q (r > 0). 


34. Rosa de cuatro pétalos 
r=a|sea 2p |. 
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